FYRIRLESTUR 23
EIGINVIGRAR.

Deaemi 23.1: Finnid eigingild og eiginvigra fylkisins A = . (Deemi 6.1.11

OO W
— =
N O

ar [SA].)
Lausn. Fylgjum Reikniadferd 23.6. Byrjum & a0 reikna kennimargliou A:

p(t) = det(A —tI)

1
= det 1
1

S O W
NN O

1
-1t {0
0

O = O
—_— o O

3—t 1 0

=det| 0 1—t 2

| 0 12—t

(notum Setningu 22.4 og lidum eftir 1. dalk.)
1—t 2

—(3—t)det{ 1 2_4

=B-t)((1-t)(2-1t)—2)

= (3—t)(t* = 3t)

= —t(t — 3)%

Eigingildin eru lausnir jéfnunnar p(¢) = 0. Lausnirnar eru A; = 0 og Ay = 3.

Eigum eftir ad finna eiginvigrana. Fyrst finnum vid eiginvigrana sem tilheyra
eigingildinu \; = 0. Peir finnast med bvi ad leysa jofnuna (A — A\ I)x = 0. Par sem
A1 = 0 pa er jafnan sem parf ad leysa Ax = 0. Setjum A yfir & rutt efrastalla form

310 3.0 —2 10 —3
012 ~1]01 2]~|(01 2
01 2 00 0 00 0

Lausnir Ax = 0 eru pvi allir vigrar & forminu (z1, x5, x3) = {L'g(%, —2,1), og beir, utan

vigurinn 0, eru eiginvigrar A tilheyrandi eigingildinu A\; = 0.
Svo er ad finna eiginvigra fyrir hitt eigingildido A\, = 3. Purfum ad finna lausnir
(A—3I)x=0. Faum ad

0 1 0 010
A=-3I=10 =2 2| ~.---~ |0 0 1
0 1 -1 0 00

Hér er z; er frjals breyta en x5 = 0 og x3 = 0. Lausnir jéfnunnar (A — 3/)x = 0 eru
bvi nakvaemlega allir vigrar & forminu (x4, 22, x3) = 21(1,0,0). Vid héfum eiginvigur
i hondunum ef x; # 0.

Athugasemd. Sjalfsagt er ad profa hvort vigrarnir sem vid fundum eru virkilega
eiginvigrar. Pad er gert med a0 margfalda b4 med A og athuga hvort itkoman er ekki
upphaflegi vigurinn margfaldadur med eigingildinu.
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Daemi 23.2: Sannid ad 0 er eigingildi fylkis A ef og adeins ef A er ekki andhverf-
anlegt. (Daemi 6.1.2 ar [SA].)

Lausn. Vitum ad ferningsfylki A er ekki andhverfanlegt ef og adeins ef jafnan
Ax = 0 hefur lausn x # 0.

Gerum fyrst rad fyrir ad A = 0 sé eigingildi A. P4 er til vigur (eiginvigur) x # 0
bannig ad Ax = Ox = 0. Fylkid A er ekki andhverfanlegt bvi jafnan Ax = 0 hefur
adrar lausnir en nullvigurinn.

Ofugt gildir ad ef A er ekki andhverfanlegt b4 hefur jafnan Ax = 0 lausn x # 0.
Pessi vigur x er eiginvigur A med eigingildi 0.

Deaemi 23.3: Latum A vera n x n fylki.

(a) Synid ad fylkin A og AT hafa sému eigingildi.

(b) Gerum rad fyrir ad begar stokin i einhverri linu A eru 16gd saman ba kemur
alltaf 4t talan s, sama hvada lina er valin. Synid ad s er eigingildi A.

(c) Gerum rad fyrir ad pegar stokin i einhverjum dalki A eru 16gd saman pa komi
alltaf ut talan s, sama hvada délkur er valinn. Synid ad s er eigingildi A.

Lausn. (a) Vid synum ad fylkin A og AT hafa sému kennimarglidu. Reiknum
kennimarglidu A”. Samkvaemt skilgreiningu er kennimarglidan p 4 (t) = det(AT —¢I).
Med bvi ad nota ad akveda breytist ekki vid byltingu og ad I7 = I faest ad

par(t) = det(AT —tI) = det(A” — tI7) = det((A — tI)") = det(A — tI) = pa(t).

Pvi hafa fylkin A og AT sému kennimarglidu. Eigingildin eru rsetur kennimarglidunnar
og eru pvi pau sému fyrir A og A”.

(b) Vid synum ad vigurinn xq = (1,1,...,1) er eiginvigur A med eigingildid s.
Reiknum:

aily Q2 -+ Qip 1 ail +aip+ -+ a, S 1

A 21 Qo -+ Q2 1 Qo1 + Qoo + - -+ + Qap, S 1
X0 = . . i . = . =1|.]| =S

Ap1 Ap2 - Ann 1 an1 + an2 + -+ Ann S 1

bvi er Axy = sx( 0g Xq er eiginvigur A med eigingildio s.

(c) Hér getum vid nytt (a)- og (b)-lidi. Um fylkid AT gildir ad stokin 1 linu
i eru pau sému og stokin i dalki 4 i A. Summa stakanna i linu i i AT er pvi jofn
summu stakanna i dalki ¢ i fylkinu A. Forsendan segir ad summa stakanna i hverjum
dalki A sé alltaf s og um A7 gildir pvi ad summa stakanna { hverri linu er alltaf s.
Samkvaemt (b)-1id er s eigingildi AT og par sem A og AT hafa sému eigingildi b4 er
s lika eigingildi A.

Daemi 23.4: Skilgreinum

A:

oo Q
Qo
L oo

(a) Synid ad vigurinn xq = (1,1,1) er eiginvigur A 6had bvi hvada gildi a og b
hafa.
(b) Er mogulegt ad vy = (1,2, 3) sé eiginvigur A?
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Lausn. (a) Hér méa visa til (b)-lidar { Daemi 23.3 hér ad ofan. En lika er einfalt
ad profa beint hvort x er eiginvigur. Sjdum ad

a b b| |1 a+2b 1
Axog=|b a b| [1| = [a+2b| =(a+2b) [1]| = (a+ 2b)x,.
b b al |1 a+2b 1

Svo xq er eiginvigur og eigingildid er a + 2b.
(b) Ef vq er eiginvigur ba er til tala A\ pannig ad Avy = Avg. Athugum hvort
haegt er ad finna gildi 4 a,b og A pannig ad Avy = Avg. Nua er Avy = (A, 2),3)) og

a b bl |1 a+ 5b
Avo=|b a b| |2| = |2a+ 4D
b b al |3 3a+ 3b

Pegar vio stillum upp jofnunni Avg = Avg faest ad

a+ 5b A
2a +4b| = |2)],
3a + 3b 3\

og bessar upplysingar méa setja upp sem jofnuhneppi

a+bb —A =10
2a+4b—2\ =0
3a+3b—3)\ = 0.

Lausn bessa jéfnuhneppis er (a,b, \) = A(1,0, 1). Petta segir a0 vissulega er mogulegt
ad (1,2, 3) sé eiginvigur A og eigingildid A getur verid hvada tala sem er, en ba er

A=

o O >
o > O
> O O
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FYRIRLESTUR 24
HORNALINUGERANLEIKI.

Daemi 24.1: Skilgreinum

-2 0 -1
A=10 2 0
3 0 2

Finnid eigingild og eiginvigra A. Er fylkid A hornalinugeranlegt (e. diagonalizable)?
Ef A er hornalinugeranlegt pa eigid pid ad finna fylki P pannig ad fylkid P~*AP er
hornalinufylki.

Lausn. Fylgjum Reikniadferd 23.6 til ad finna eigingildin og eiginvigrana. Fyrst
er a0 finna kennimarglidou A. Hun er

p(t) = det(A — 1)

—2—t 0 —1

= det 0 2—t 0
3 0 2-—t

(lidun eftir linu 2)
= (2 —t) det [_23_t 2__1 t}
=2-0)((-2-t)(2—-1t)+3)
— 2 -1)
=2-t)t—-1)(t+1).

Eigingildin, lausnir p(t) = 0, eru pvi Ay = —1, Ao = 1 0og \3 = 2.

Eiginvigarnir finnast med pvi ad leysa jéofnhneppin (A — \;)x = 0.

Byrjum 4 A; = —1. P4 parf ad leysa jéofnuhneppid (A+ I)x = 0. Notum venjulega
adferd til a0 leysa jofnuhneppid

-1 0
A+I=1(0 1
3 0

—1
0
3

O = O

1 1
~s om0 0

0 0
Rudda efrastallaformid segir okkur ad x er lausn (A 4+ I)x = 0 ef og adeins ef x
uppfyllir skilyrdin z; + x3 = 0 og 23 = 0. Lausnirnar eru pvi vigrar x = #(1,0 — 1),
og ef t # 0 b4 er x eiginvigur.

A sama hatt faest ad eiginvigrar fyrir A, = 1 eru 4 forminu x = #(1,0, —3) bar
sem ¢ ma vera hvada tala sem er nema 0, og eiginvigrar fyrir A3 = 2 eru & forminu
x =1(0,1,0), t # 0.

T6kum na grunn fyrir hvert eiginram. Vigurinn v; = (1,0, —1) myndar grunn
fyrir E(—1), vigurinn vy = (1,0, —3) myndar grunn fyrir F(1) og v3 = (0,1,0)
myndar grunn fyrir £(2). Saman mynda vigrarnir grunn fyrir R®. Fylkid P faest
med bvi ad rada pessum vigrum sem dalkum { fylki og A er hornalinufylki sem hefur
eigingildin 4 hornalinunni pannig a0 i ¢-ta seeti & hornalinunni kemur eigingildid fyrir
i-ta dalkvigur P. Pvi er

-1
0
0

|| 1 1 0
P = Vi Vg V3| = 0 0 1 og A=
| -1 =30

o = O
OO



Dzemi 24.2: (Ur profi vorid 2003) Segid til um hvort fylkid
5 1
=[5 5]
er hornalinugeranlegt. Rokstudningur naudsynlegur.

Lausn. Reynum ad hornalinugera fylkid. Fylgjum Reikniadferd 24.6. Ef fylkio er
hornalinugeranlegt p4 munum vid finna grunn af eiginvigrum en annars munum vio
sja a0 slikur grunnur er ekki til.

Fyrsta skrefid er ad reikna eigingildi A. Kennimarglida A er

p(\) = det(A — AI) = det {5 5 A . i A} = (5- )%

Jafnan p(A\) = 0 hefur bara eina lausn A\ = 5, sem er eina eigingildi A.

Eiginvigrar fylkisins finnast ni med a0 leysa jofnuna (A — A\/)x = 0. Faum aukid
fylki
0 11]0
a-st0= | 0‘0]
Pad eina sem faest 0t ar jofnuhneppinu er ad o = 0 en x; méa vera hvad sem er.
Lausnir jofnuhneppisins eru bvi vigrar (z;,z2) = 7(1,0) og einu eiginvigrar fylkisins
eru vigrarnir r(1,0) bar sem r # 0. Pvi er utilokad ad finna grunn fyrir R* sem
samanstendur af eiginvigrum A. Fylkio A er pvi ekki hornalinugeranlegt.

Einnig maetti orda petta med visun til Setningar 24.9. Algebruleg margfeldni eig-
ingildisins A = 5 er 2 en ramfraedilega margfeldni (vidd eiginramsins) er 1. Samkvaemt
Setningu 24.9 er fylkid A ba og pvi adeins hornalinugeranlegt ad um 06ll eigingildin
gildi a0 rumfraedileg margfeldni sé jofn algebruleg margfeldni.

Daemi 24.3: Segio til um hvort eftirfarandi fylki er hornalinugeranlegt

1 —4 2
A=1|-4 16 5
0O 0 -3

Lausn. Finnum eigingildi A. Kennimarglida fylkisins er (lidad eftir nedstu linu
fylkis)

1-) —4 0 ]
det(A—X)=det | —4 16—\ 0
0 0 —3-2A]
= (- xder |00 T Al
=(=3-N)((1=N)(16 - )\)—16)
=(=3-2)(\ 2—17)\)
= (=3-A)A-17)A

Eigingildin eru Ay = 17, Ay = —3 og A3 = 0. Samkvaemt Fylgisetningu 23.4 ba er
n x n fylki sem hefur n 6lik rauntélu eigingildi hornalinugeranlegt. Okkar fylki er af
staerdinni 3 x 3 og hefur prju 6lik rauntélu eigingildi og er pbvi hornalinugeranlegt.
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Daemi 24.4: Finnid tvo o6lik hornalinufylki sem eru baedi améta fylkinu [é _43} .
(Daemi 5.2.14 1ur [F].)

Lausn. Fylkid A er sagt a&mota hornalinufylki D ef til er andhverfanlegt fylki P
bannig ad D = P~'AP (sja Skilgreiningu 19.8). Pekkjum tr Fylgisetningu 24.5 ad
stokin 4 hornalinu D eru eigingildi A og dalkar C' eru eiginvigrar. Olik hornalinufylki
sem eru amoéta A fast med pvi ad rada eigingildunum 4 6lika vegu & hornalinuna.

I pessu deemi er

det(A — \I) = det [1 6 A _34_ A} =(1=A)(=3-\).

Eigingildi A eru pvi A\ =1 og Ay = —3.
Til ad finna eiginvigrana tilheyrandi A; = 1 leysum vid jéfnuna (A — I)x = 0
og faum ad lausnirnar eru x = r(1,0). Ef r # 0 ba er r(1,0) eiginvigur. Setjum

Vi = (1,0)

Eiginvigrar fyrir Ay = —3 eru allir vigrar (1, —1) par sem r # 0. Setjum v, =
(1,—1). Set nd

1 1] 1 1
Bi=lo -1 8 PQ:{—1 0}'
P4 eru ) )
_ 1 0 _ -3 0
PIIAP, = 0 -3 og Py tAP, = {0 1} ,

tvo hornalinufylki sem eru baedi d&mota A.

Daemi 24.5: (a) Synid ad ef fylkin A og B eru améta ba er rank(A) = rank(B).
(b) Latum A vera hornalinugeranlegt n x n fylki. Synid ad rank(A) = rank(A?).

Lausn. (a) Latum P vera andhverfanlegt fylki pannig ad B = P71AP. P4 er
A = PBP~!. Paxgilegt er ad nalgast verkefnid pannig ad vid synum ad

N(B) = P'N(A) = {v | til er w € N(A) bannig ad v = P~ 'w}.

Synum fyrst ad ef ver { P"'N(A) paer v i N(B). Latum w vera vigur { N(A) bannig
ad v= P 'w. Paer Bv = BP'w= P 'APP 'w= P 'Aw = 0. Svo v € N(B)
og P"IN(A) C N(B).

Gerum na rad fyrir ad v sé vigur i N(B). Setjum w = Pv. Pa er Aw =
PBP™'Pv = PBv = 0. Svow € N(A) og svo er P'w = P7'Pv = v svo
v e P'N(A) bvier N(B) C P"'N(A). Héfum nt synt ad N(B) = P"'N(A).

Synum nt ad viddin 4 N(B) = P71N(A) er st sama og viddin & N(A). Latum
{vi,..., vy} vera grunn fyrir N(A). Par sem P~! er andhverfanlegt fylki b4 er fjol-
skyldan {P~'vy,..., P~'v;} 6had, samanber deemi 3.2.11 { [SA]. Ef w € P7'N(A)
b4 er til vigur v € N(A) bannig ad w = P~!v. Ritum v = ¢;v| + -+ + ¢V og ba
feest ad

w=P!lv=Plevi+ - Fevi) =cP 'vi+ -+ P v
Svow erispanni P~'vy,..., P7lv; og vid faum ad P~!N(A) = Span(P~lvy,..., P7lv}).
bvi er null(A) = null(B) og rank(A) = n — null(A) = n — null(B) = rank(B).

(b) Par sem A er hornalinugeranlegt ba er er til andhverfanlegt fylki P pannig ad
A = P7'AP er hornalinufylki. Sjaum lika ad A? = (P~'AP)(P~'AP) = P7'A?P.
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Samkveemt (a) 1id er rank(A) = rank(A) og rank(A4?) = rank(A?). Stétt hornalinu-
fylkis er jofn fjolda ekki O staka & hornalinunni. Pessi fjoldi er s4 sami i A og A? svo
ad rank(A) = rank(A?). Pvi er

rank(A) = rank(A) = rank(A?) = rank(A?).
Athugum ad bad gildir ekki almennt ad rank(A) = rank(A?), t.d. gildir bad ekki um

. 0 1
fylkid A = {O 0] .
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) FYRIRLESTUR 25
HAGNYTINGAR HORNALINUGERANLEIKA.

Dzemi 25.1: (Ur profi i desember 2001.) Setjum
7 3
=53
Finnid A%.

Lausn. Notum adferd sem kynnt var 1 Reikniteekni 25.1. Hornalinugerum A.
Fyrst er a0 finna eigingildin. Kennimarglidan er

p(t) = det(A—tI) = det [7 S0 t} — (T— )29 = 2~ 14+ 40 = (t— 4)(t— 10).
Eigingildin eru pvi A\ =4 og Ay = 10.

Finnum svo eiginvigrana. Fyrst fyrir A\; = 4. Lausnir jofnunnar (A — 4/)x = 0
eru x = t(1,—1). Vigurinn v; = (1, —1) myndar grunn fyrir eiginramid F(4). Svo er
bad Ay = 10. Lausnir jéfnunnar (A — 10/)x = 0 eru x = ¢(1,1). Vigurinn v, = (1,1)
myndar grunn fyrir eiginramio £(10).

Stillum svo upp fylkinu

1 . L1 1
| 1] og reiknum svo P —5[1 1}.

.
P = Vi Vg :|:_
.

Pa er .
. __1—17311_40
A=P AP_QL 1|3 7] |[-1 1] |0 10]
Nt er A = P71AP svo ad A = PAP~!. Eins og synt var i Reiknitaekni 25.1 b4 er
AF = PA*P~1. Paer
AF = pAF P
11 4k 0 11 -1
T l=1 1[]0 10*| 2|1 1
_1 1 1] [4F —4*
2 |—=1 1] ]|10% 10%
_ L [10% 4-4% 10~ —4*
T 92 |10F — 4k 10F 4 4F
Nidurstadan er ad

A25 i
1025 _ 425 1025 +425 :

1 |:1025 +425 1025 _ 425:|
2

Daemi 25.2: Latum ag = 2, a; = 3 og agpy1 = 3a, — 2ag_q fyrir £ > 1. Notid
linulega algebru til ad finna formdlu fyrir ;. (Daemi 6.3.7 ar [SA].)

Lausn. Fylgjum adferdinni ar Example 2, bls. 327 i [SA]. Setjum x; = [aak }
k1

Svo er
o |G| akyr | _ |0 1|
ol () —2ay, + 3ax41 =2 3| |agpq1]
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-2 3
Notum hornalinugjérning til ad atta okkur &4 A*. Fylgjum Reikniadferd 24.6 vid
hornalinugjoérninginn.

Fyrst parf ad finna eigingildi A. Kennimarglida A er

Setjum A = { 0 } . Eins og 1 synideeminu um Fibonacci tolurnar pé er x; = A*x,.

—1 1

p(t) = det(A —tI) = det [_2 5y

] =(-t)3—-t)+2=1"-3t+2=(t—1)(t—2).
Lausnir p(t) = 0 eru A\ = 1 og Ay = 2.

Eiginvigrarnir finnast med pvi ad leysa (A—\;I)x = 0. I bessu daemi vantar okkur
bara einn stakan eiginvigur fyrir hvort eigingildid. Vigurinn v; = (1,1) er eiginvigur
fyrir A\; = 1 og v, = (1, 2) er eiginvigur fyrir \; = 2.

Setjum ni

! , o[22 -1
P—L 2] og ba er P _[_1 1}.

Sidan er

R b
werar- [,

Notum okkur ni ad par sem A = P'AP baer A= PAP ' og A= PA*P~!. Pbvi

x;, = AFx,
= PAFP~ 1%
1 0} {2 —1] ﬂ
Tl 2] o 2F -1 1] |3
1 0} H
12 |0 2k |1
1] '1]
L o2] |2
_'1+2k]
- 1+2k+1 :
Svo
{ak]zxk={1+%k1],
Q41 1+ 28
og bvi er

ap = 1+ 2F.

Dzemi 25.3: (Ur profi vorid 2003) Leysid diffurjéfnuhneppid

r) =31 —41y
xh =211 —319
Ty = Z3.
Athugasemd. I bok peirra Adams og Shifrin koma svona diffurjéfnuhneppi fyrir
i kafla 7, pridja hluta, sem er ekki hluti af nAmsefninu haustid 2005. I lausn pessa

daemis er fylgt adferd ur [F]. Diffurj6fnuhneppi koma vida upp i hagnytingum. Fjallad
er um pau 1 ndmskeidunum Steerdfraedigreining I1Ib og Diffurjéfnur.
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Lausn. Studlafylki jofnuhneppisins er

3 —4 0
A=12 -3 0
0 0 1

Fyrsta skrefid i lausninni er ad hornalinugera A, p.e.a.s. vid purfum ad finna and-
hverfanlegt fylki P og hornalinufylki A pannig ad P~*AP = A. Notum Reikniad-
ferd 24.6.

Fyrsta skref er ad finna eigingildi A. Kennimarglida A er (notum lidun eftir pridja
dalk)

0 0 1—A
33—\ -4
—(1—)\)detl 5 _3_)\}
=(1-=X(B=A(=3=X)+38)
= (1N - 1)
=1=XNA=-1)A\+1)
Lausnir p(\) = 0 eru eigingildi A. Eigingildin eru A\; = —1 og Ay = 1.
Nzest er ad finna eiginvigrana. Byrjum med \; = —1. Purfum ad leysa jofnuna
(A—X\I)x = 0. Lausnaram bessara jofnu er eiginrim A tilheyrandi A\; = —1. Ridjum

fylki A — (=1)I:

4 —4 0 1 -1 0
A—(-D)I=12 =2 0| ~-~ |0 0 1
0 0 2 0 0 0
Sjdum ad lausnirnar eru (z1,x2,z3) = x3(1,1,0). Eiginrim A tilheyrandi A\; = —1 er

bvi Ey, = Span((1,1,0)). Grunnur fyrir lausnaramio er v; = (1, 1,0).
Svo eru pad eiginvigarnir fyrir eigingildio A\, = 1. Leysum j6éfnuna (A— X21)x = 0.
Faum aukio fylki

—2

2 0 1
A—IT=12 —4 0l ~---~ |0 O
0 0 0 0

o O O

Hér eru x, og x3 frjalsar breytur (eini vendistudullinn er i fyrsta dalki). Lausnir
jofnuhneppisins eru

(21, 22, x3) = (229, T, x3) = x2(2,1,0) + 23(0,0, 1).

Vigrarnir v, = (2,1,0) og v3 = (0,0, 1) mynda grunn fyrir lausnarimiod sem er jafnt
eiginrtimi A tilheyrandi \; = 1.

Vigrarnir v;, vy, vy eru eiginvigrar A og mynda grunn fyrir R®. Pvi er fylkid
A hornalinugeranlegt. Fylkid P finnst med bvi ad lata eiginvigrana vy, vy, v3 vera
dalka P og hornalinufylkid A finnst med bvi a0 rada tilheyrandi eigingildum A &
hornalinuna. Svo ad

PIV1V2V3:

og A=

O = =
(el
—_ o O



Latum y = P~ !'x. Setjum x = Py inn i jéfuna x’ = Ax. Notum okkur ad x’ = Py
og pvi er Py’ = APy. Margfoldum badar hlidar med P! fra vinstri og fAum pa ad
y' = P71APy. Par sem A = P~ AP b4 gildir um y diffurjafnan y’ = Ay. Pannig ad

Yy -1 0 0] (n —1
Yol = |0 1 0] 2 = | v2
Y3 0 0 1] |y Y3
Faum nu diffurjéfnur
! I /o
Y= —4%N Yo = Y2 Ys = Ys.

Diffurjéfnu & forminum 3y’ = ay er audvellt ad leysa, lausnin er y = ke® par sem k er
fasti. bvi er
y1 = ke’ Yo = koe' ys = kse'.

Par sem y = P~ !x pd er x = Py og

1 1 20 kle_t kle_t + 2]{Z2€t
ol =11 1 0 ert = k:le*t + k?get
xTs3 0 01 k’get k?get
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FYRIRLESTUR 26
ROFSETNINGIN.

Daemi 26.1: Latum A vera pverstadlad 3 x 3 fylki.

a. Synid ad kennimarglida A hefur rauntéluroét.

b. Synid ad || Ax| = |x|| fyrir alla vigra x € R® og alyktid ad einu mégulegu
rauntolu eigingildi A eru 1 og —1.

c. Sannid a0 ef det A =1 b4 er 1 eigingildi A.

d. Sannid ad ef det A = 1 ba er ps : R*> — R? vorpun sem faest med ad snia um
eitthvert horn # um einhvern é&s.

e. Sannid ad samskeyting snininga i R® er sniningur.
(Daemi 6.2.14 ar [SA].)

Lausn. a. Kennimarglida A er 3. stigsmarglida. Vitum einnig ad kennimarglidan
er 4 forminu p(t) = —t2 + ast® + ayt + ap. Sjaum ad begar t — —oo ba p(t) — oo og
begar t — oo ba p(t) — —oo. Samkvemt Milligildissetningunni tir Staerdfraedigrein-
ingu pa hlytur graf p(t) ad skera t-asinn og pvi hefur jafnan p(¢) = 0 ad minnsta kosti
eina rauntolulausn.

b. Vitum ad x-y = x'y og ad ATA = 1. Pvier

|Ax|)? = (Ax) - (Ax) = (Ax)T(Ax) = x"ATAx = xTx = x - x = ||x[|%.

Par sem || Ax|| > 0 og ||x|| > 0 m4 &lykta af jofnunni || Ax||* = ||x||* ad || Ax]|| = ||x]|-
(Petta var lika synt i Setningu 26.3 { fyrirlestri.)
Gerum rad fyrir ad \ sé eigingildi A og x sé tilheyrandi eiginvigur, p.e.a.s. Ax =
Ax. P4 er
x| = lAx[] = [[Ax]|| = [Afl[].

bvi er |\| = 1 og bar med alyktum vid ad A = —1 eda A = 1.

c. bar sem det(A) =1 ba er p(0) = det(A — 0I) = det(A) = 1. En eins og sagoi
hér fyrir ofan ba p(t) — —oo begar ¢t — oco. Pegar t staekkar ba fer graf p(¢) nidur
fyrir ¢-4sinn og pvi hlytur ad vera til jakveed tala A bannig ad p(A) = 0. En einu
mogulegu retur p (eigingildi A) eru —1 og 1. Pvi er A = 1 r6t kennimarglidunnar og
1 er eigingildi A.

d. Rifjum upp ad samkvaemt Setningu 26.3 ba er vardveitir A depilmargfeldi,
b.e.a.s. fyrir alla vigra x,y € R? gildir ad (Ax) - (Ay) = x-y. Sérstaklega gildir ad ef
X 0g y eru hornréttir hvor & annan pa eru Ax og Ay lika hornréttir.

Skilgreinum hlutrimid V = E(1)*. Synum ad ua(V) = {Av | v € V} er jafnt V.
Skodum vigur v € V. Ef x er einhver vigur i £(1) b4 er v hornréttur 4 x. Pvi er Av
hornréttur & Ax = x. Af bessu alyktum vid ad Av € V. Svo pu4(V) C V. Voérpunin
4 er andhverfanleg bannig ad viddin & p4 (V) er jofn viddin & V. Par sem pa (V) CV
og hlutramin p4 (V) og V hafa sému vidd getum vid alyktad ad (V) = V.

Synum ad A = [ eda eiginramid F(1) hefur viddina 1. Ef £(1) hefur viddina 3 pa
er E£(1) = R? og bvi gildir um sérhvern vigur x i R* ad Ax = x. P4 faest ad A = [
og ekkert meira um bad tilvik ad segja. Ef viddin & E(1) er 2 ba hefur V' viddina 1.
Segjum ad v spanni V. Samkvaemt ofanségou er Av € V' og bar sem V = Span(v)
ba er Av samsida v, b.e.a.s. v er eiginvigur A. Eigingildid tilheyrandi v getur ekki
verid 1 svo pad hlytur ad vera —1. Stada méala er ba ad 1 er tvofalt eigingildi og —1
er einfalt eigingildi. Akveda A er margfeldi eigingildanna (talid med margfeldni) svo
det(A) =1-1-(—1) = —1, sem er métségn. Alyktum bvi ad £(1) hafi viddina 1 og
V' hafi viddina 2.
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Veljum bverstadladan grunn {vy, vo, v3} bannig ad v3 spannar E(1) og vi X vy =
v3. Grunnurinn {vy,vg, v3} virkar” eins og venjulegi grunnurinn {ej, ey, e3}. Pa
spanna v; og vy hlutrimid V = E(1)%. Vigrarnir pa(vy) og pa(va) eru badir ein-
ingarvigrar og hornréttir hvor 4 annan og badir eru i V. Pvi ma rita pa(vy) =
cos(f)vy + sin(f)vy og bar sem p4(ve) er hornréttur & pa(vy) ba er pa(ve) =
—sin(f)vy + cos(0)vy eda pa(vy) = sin(f)vy — cos(f)vs. Sjaum ni ad fylki g med
tilliti til grunnsins {vy, vy, v3} er

cos(f) —sin(d) 0 cos(f) sin(f) 0
B = |sin(f) cos(f) 0 eda B = |sin(f) —cos(#) 0
0 0 1 0 0 1

Fylkid B & ad vera amoéta A svo ad bau hafa sému dkvedu. Seinni moguleikinn hér
a0 ofan fyrir B hefur akvedu —1. Pvi er fylki 14 med tilliti til grunnsins {vy, vy, v3}

cos(f) —sin(d) 0
B = |sin(f) cos(d) O
0 0 1

0g [t4 er sniningur um asinn med stefnuvigur vz um hornid 6.

e. Latum 7 : R* — R? vera sntining um einhvern as um hornid #. Synum fyrst
a0 venjulega fylkid fyrir 7' er pverstadlad. Veljum pverstadladan grunn {vi, vy, v3}
pbannig ad vs er i stefnu sntiningsass og v; X vy = v3. Fylki 7" midad vid pennan
grunn er

cos(f) —sin(d) 0

B = |sin(f) cos(d) O

0 0 1
Audvelt er ad ganga ar skugga um ad petta fylki er pverstadlad. Venjulega fylkio fyrir
T er A= PBP~! bar sem P er fylkid sem hefur v;,vs, vs sem dalka. Athugum ad

par sem dalkar P mynda pverstadladan grunn fyrir R® b4 er P pverstadlad fylki og
P~t = PT Vitum ad BTB = 1. Paer

ATA= (P 'BP)'P'BP = (P"BP)"P"BP = P"B"PP"BP = I.

bvi er fylkid A lika bverstadlao.

Latum na S vera snining um einhvern 4s um hornid ¢. Segjum ad C' sé venjulega
fylkid fyrir S. Venjulega fylkio fyrir T o S er AC. Audvelt er ad ganga ur skugga
um ad AC er bverstadlad (margfeldi tveggja pverstadladra fylkja er pverstadlad) og
det(AC) = 1. bvi er AC fylki fyrir sniining um einhvern as og samskeytingin 7o S
er snuningur.

Daemi 26.2: Finnid pverstadlad fylki ) sem hornalinugerir fylkid
(Daemi 6.4.1f ar [SA].)
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Lausn. Skref 1. Finna eigingildi A.
Reiknum kennimarglidu A. Hin er

p(t) = det(A —t1)

1—t =2 2
=det | -2 1-—1¢ 2
2 2 1—1¢

:(l—t)det[lgt lit}—(—z)det{_; 1%t}+2det{_22 151
= (1 —¢)(t* — 2t — 3) + 2(2t — 6) + 2(2t — 6)
—(1—=t)(t—3)(t+1)+8(t—3)
=({t-3)((1-1t)(1+1t)+8)
= (t—3)(—t*+9)
= —(t+3)(t - 3)%

Eigingildin, lausnir p(t) = 0, eru \; = —3 og Ay = A3 = 3.

Skref 2. Finna eiginrimin.

Eiginvigrarnir finnast med ad leysa jéfnhneppin (A — \;/)x = 0. Fyrir \; = —3
parf a0 finna nullram fylkisins

A—(=3)=|-2 4
2

IS VR )
O = O

1 1
~s o |0 1
0 0
Eiginvigrarnir uppfylla pvi jéfnurnar x; +x3 = 0 og x9+x3 = 0. Pvi eru eiginvigrarnir
4 forminu x = z3(—1,—1,1) med z3 # 0. Vigurinn v; = (=1, —1,1) er grunnur fyrir
eiginramid F(—3).
Skodum ni Ay = 3. P4 barf ad leysa (A — 3/)x = 0, b.e.a.s. finna nallram

-2 =2 2 11 -1
A-3I=|-2 -2 2| ~---~ [0 0 O
2 2 =2 00 O
Eiginvigrarnir eru pvi allir vigrar &4 forminu x = x9(—1,1,0) + z3(1,0, 1), bar sem x5

og w3 eru ekki baedi 0. Vigrarnir vo = (—1,1,0) og v3 (1,0,1) mynda grunn fyrir
eiginramio F(3).

Skref 3. Vigrarnir vi,v,, vy mynda grunn fyrir R? Par sem vid viljum finna
bverstadlad fylki sem hornalinugerir A ba finnum vio pverstadlada grunn. Nog er ad
fast vio hvert eiginram fyrir sig pvi eiginvigrar samhverfs fylki sem tilheyra o6likum
eigingildum eru sjalfkrafa hornréttir hvor 4 adra.

Vigurinn v; = (=1, —1,1) er grunnurinn fyrir £(—3). Vid viljum bverstaélaéan

grunn svo vid purfum einingarvigur sem spannar E(—3). Setjum bvi q, = ”V1”V1 =
(=1 -1,1).

Vigararnir vo = (—1,1,0) og v = (1,0, 1) mynda grunn fyrir £(3). Beitum adferd
Gram-Schmidt til ad finna pverstadladan grunn. Setjum fyrst wy, = vy og svo

W3 = Vs — yiwiwy = (1,0,1) — (-1,1,0) = (}, 3, 1).

Vid viljum einingarvigra svo vid setjum

qdo = —”v\l,—Q”Wz = %(—1, 1,0) og q3= ”W W Ws = %(1, 1,2).
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Vigrarnir q,, q,, q; mynda pverstadladan grunn fyrir R3.
Skref 4. Stillum upp fylkinu Q:

1 11
A
Q=|q d a| = Vi VB
R
Sidan fylgir ad Q' AQ er hornalinufylki og

-3 0 0

Q'AQ=10 30

0 0 3

Dzemi 26.3: Latum A = Q' AQ vera hornalinufylki. Synid ad ef ) er pverstadlad
pbéa er A samhverft.

Lausn. Par sem A = Q7 'AQ ba er A = QAQ. Med bvi ad nota okkur reglur
um ,byltingar® fylkja og pé sérstaklega ad hornalinufylkid A er samhverft og ad um
pverstadalada fylkid @ gildir ad Q7 = Q! faest ad

AT = (QAQT)T = (@AQ)T = (QT)'ATQT = QAQ = A

Svo A er samhverft eins og atti ad syna.
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) FYRIRLESTUR 27
ROFSETNING OG FERNINGSFORM.

Dzemi 27.1: Finnid hornrétt breytuskipti sem breyta ferningsforminu 322 —4xy+
3y? { hornalinuform. (Dzemi 8.1.13 ur [F].)

Lausn. Notum Reikniadferd 27.4.

Skref 1: Finna samhverft fylki fyrir ferningsformid. Studlarnir vid énnur veldin
koma & hornalinuna og studullinn vid blandada lidinn skiptast jafnt sitthvoru megin
vi0 hornalinuna. Faum

(studull vid 2?)  1(studull vid :Uy)] B [ 3 —2}

A= 2 3

~ |2 (studull vid zy)  (studull vid y?)

Skref 2: Reikna eigingildi A. Fyrst er ad finna kennimargliou A:

det(A — AI) = det [3__; 3__1
=(3-N\)?—4
=N —6A+9-4
=X\ —6A+5
=(A—1)(A-5).

Eigingildin eru pvi A\ =1 og Ay = 5.

Hornalinugerd pessa ferningsforms er
Mt2 4+ Mot2 =12 + 5¢2.

Skref 3: Finna eiginvigra fyrir A sem eru jafnframt einingarvigrar. Fdum vigrana

sl e sl

Skref 4: Breytuskiptafylkid P finnst med pvi ad rada vigrunum & dalkana. Faum

fylkio
1 /1 1
P50 4]

Tokum eftir ad dkveda C er -1. Ef vid viljum frekar fylki med dkvedu 1 (snuningsfylki)
ba getum vid breytt 6llum formerkjum i einum dalki P og ba breytir dkvedan um

formerki. Fengjum b4 fylkio
11 -1
V21 1]”

Skref 5: Pegar vid notum breytuskiptin x = Pt, pad er ad segja setjum inn

1
r = —(tl —|—t2)

,_.S
0 0

y = \7<t1 — ta),

faum vio a0
32% — day + 3y® = t] + 5t5.
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Dzemi 27.2: (Ur profi i april 2003.) Finnid hornalinugerd (e. diagonal form)
ferningsformsins —6xy 4 8y? og segid til hvort ferilinn sem hefur jéfnuna —6xy +8y? =
9 er sporbaugur (e. ellipse), breidbogi (e. hyperbola) eda fleygbogi (e. parabola).

Vidbot: Rissid upp mynd af ferlinum.

Lausn. Stillum upp samhverfu fylki fyrir ferningsformio. Pad er
0 -3
A= {_ L } |
Kennimarglida A er

—t -3

p(t) = det(A—tI) = det [_3 8¢

} = (—t)(8—=t)=9=1*=8t—9=(t+1)(t—9).

Eigingildin eru \; = —1 og Ay = 9. Hornalinuform ferningsformsins er —t3 + 9¢3.
Eigingildin hafa 6lik formerki svo samkvaemt Setningu 27.7 er ferillinn breidbogi.

Sidan er pad vidbotin. Ferillinn —6xy + 8y? = 9 hefur jofnu —t2 + 9t3 = 9 {
breytunum t; og t5. Vigurinn q; = \/Ll—o(?), 1) er eiginvigur fyrir A\; = —1 og vigurinn
aQ, = %0(—1, 3) er eiginvigur fyrir A, = 9. I breytuskiptunum sem notud eru til ad
koma ferningsforminu yfir & hornalinuform pa tédkna ¢; og ¢, hnit midad vid grunnin
{q;,95}. Teiknum venjulegt hnitakerfi. Merkjum svo inn ¢;-4s i stefnu q, og t»-as i
stefnu q,. Sndum bladinu adeins svo ad ¢;- og to asarnir horfi vid okkur likt of x- og
y-asarnir gera venjulega. Merkjum inn linurnar t, = %tl og to = —%tl. Breioboginn
fer 1 gegnum punktana (t;,t2) = (0,3) og (t1,t2) = (0,—3), og linurnar okkar eru
aofellur.

Daemi 27.3: Sagt er ad ferningsform ¢(z1, ..., z,) sé jakvaett akvedid (e. positive
definite) ef ¢(x1,...,z,) > 0 fyrir allar t6lur x4, ..., 2z, bannig ad =1, ...,x, eru ekki
allar nall. Synio a0 ferningsform ¢ er jakveett akvedio ef og adeins ef 6ll eigingildi
samhverfa fylkisins eru staerri en 0.

Lausn. Latum q(xq,...,x,) vera gefid ferningsform. Latum A tédkna samhverfa
fylkio fyrir ¢ og A, ..., A, eigingildi A (talin med margfeldni). Vid getum ni fundid
breytuskiptafylki P bannig ad ef t = (¢1,...,¢,) eru nyjar breytur og vid setjum
x = (x1,...,x,) = Pt ba fest ad

q(zy,. . ) = M2 4 Nt

Sjaum beint ad ef ad oll eigingildin eru jakvaed ba er q(zq,...,z,) > 0 ef gildin 4
x1,...,%, eru ekki 0. Skilyrdid um ad o6ll eigingildin séu jakvaed dugar pvi til ad
alykta a0 ¢ sé jakveett dkvedid ferningsform.

Gerum nu rad fyrir ad \; < 0. Latum ¢; = 1 en 61l hin ¢-in setjum vid jofn 0.
Setjum svo x = Pt. Pa verdur ¢q(z1,...,2;,...,2,) < 0 og ferningsformid er pvi ekki
jakveett akvedio. Af bessu sést ad ef ¢ er jakvaett dkvedid ferningsform ba verda 611
eigingildi samhverfa fylkisins A ad vera steerri en 0.
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FYRIRLESTUR 28 3
FYLKI OG VIGRAR MEDP TVINNTOLUM.

Dzemi 28.1: (Ur profi 1 vorid 2003.) Leysid jéfnuhneppid

Zl+i22 +23—Z4 =0
21 A(141i)zs+24 =0,

bar sem zq, 2o, 23, z4 eru tvinntolur.

Lausn. Stillum upp fylki og beitum Gauss eydingu (purfum ekki ad hafa dalkinn
til haegri med pvi par eru og verda bara 0):

1 i 1 —1M_101+i1 Lo
1 0 1+i 1 1 i 1 -1 L,
M'1 0 1+ 1
0 i —i -2 Ly— Ly
M'1 0 1+4 1
0 1 -1 2 —iLy

Pegar vid sntium bessu aftur til baka i j6fnuhneppi faum viod
21 +(141i)2z3 4+24=0
Z9 —23+2’i24 = 0.
z21=—(141d)z3 —2z4=—(1+1i)z3 — 24
2o = 23 — 2024 =T — 2124.

Lausn jofnuhneppisins er pvi

21 —<1+’i)23—24 —<1+’l) —1
29 23 — 212y B 1 —2i
z3 - zZ3 - 1 + 0
Z4 Z4 0 1

Athugid ad 23 og z, mega taka hvada tvinntolugildi sem vid viljum.

Dzemi 28.2: (Ur profi i desember 2002.) Finnid grunn fyrir dalkrim fylkisins

1 ? —1
3 441 243
3 242 -1

Lausn. Fjallad var um adferdina til ad finna grunn fyrir dalkram fylkis & Fyrir-
lestrarbladi 12, Reikniadferd 12.4. Byrjum & ad nota linuadgerdir til ad koma fylkinu
yfir & efra stallaform:

1 i —i 1 i —i

3 4447 —243i| ~ |0 4—2 —2+6i Ly — 31,4

3 242 -1 0 2—4i —1+3i Ly — 3L,
[ 1 i -]

~ 0 4—2i —2460 .

0 0 0 Ly—1L,
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A efra stallaforminu eru pinnar i fyrsta og 6drum dalk. Samkveemt Reikniadferd 12.4
b4 tokum vio ni délkvigra 1 og 2 ur upphaflega fylkinu og peir eru grunnurinn.
Vigrarnir (1, 3,3) og (i,4 + 7,2 + i) mynda grunn fyrir dalkramid.

28.3: Notid adferd Gram-Schmidt til ad breyta grunninum (2 + 14,1 +14), (1 +14,1%)
fyrir C* { bversteedan grunn. (Deemi 9.2.27 tr [F].)
Lausn. Forum eftir Reikniadferd 15.8. Setjum

a=(2+14,1+1) og as = (1+14,1).

Setjum v; = a; = (2+14,1+4). Notum svo Gram-Schmidt adferdina til ad fa v, sem
er hornréttur 4 vi. Athugum ad par sem vid erum ad vinna med tvinntalnavigra ba
skiptir mal hvor vigurinn er fyrir framan pegar innfeldi reiknad. Fyrir tvinntolur er
rétta formilan

Vo = ag — <V1’a2>
(vi,v1)
Faum ad
Vo = ag — <V1’a2>v1
(vi,v1)
B . (241d,1+14),(1+14,7) , ,
_(H“)_<(2+¢,1+¢),(2+z’,1+z’)><2+”1+’)
N R [ O Rl (L 1
= (1450 (2+z’)(2+z’)+(1—+z')(1+z')(2+ 1+19)
_ o @=g0+)+ (1 —a) 1
= (1+i.9) (2-@@+@+«1-@g+¢ﬂ2+’1+)
(i) — T g 4

1
:(1—1—2’,@')—?(6—1—8@',2—1—6@')
1

= (1=, -2+1).

Svario sem vid faum er pvi

1
vi=(241,141) og VQZ?(l—i,—QjLi).

Laga maetti petta til pvi vid erum adeins bedin um pversteedan grunn svo margfalda
ma v, med 7 og f4 grunninn

Dzemi 28.4: (Ur profi i desember 2002.) Gerid grein fyrir ad fylkid

0
?

0

S ouh
S ou

sé einoka og finnid andhverfu pess.
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Lausn. Skirum fylkid i deeminu A. Fylkid A er einoka ef A*A = I. Adoka fylkio
A* finnst med pvi ad samoka fyrst allar tolurnar og bylta svo pvi fylki. P4 er

Reiknum ni A*A og faum ad

1 0 —-X
V2 V2
A*A = 0O —2 0
— 0 1
V2 V2

0 -

S SN

[\

. 100
0 |=]010
1

. 00 1

bar sem A*A = [ pé er fylkid A einoka og andhverfan er audvitad fylkid A* sem synt

er hér a0 ofan.
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