LINULEG ALGEBRA OG RUMFRAEDI
6. MEIRA UM LAUSNIR LINULEGRA JOFNUHNEPPA.

6.1 Setning. Latum A vera fylki. Til eru morg jafngild fylki & efra stallaformi,
en fjoldi pinna i peim er alltaf s4 sami og pinnarnir eru i sému dalkum. Adeins er til
eitt jafngilt fylki 4 ruddu efra stallaformi.

6.2 Skilgreining. Latum [A | b] vera aukid fylki sem stendur fyrir jé6fnuhneppi
med breytum 1, s, . .., x,. Latum svo [H | b] vera jafngilt fylki 4 efra stalla formi.
Par breytur sem tilheyra dalkum i [H | b’] par sem er pinni kallast pinnabreytur, en
bar breytur sem tilheyra ddlkum par sem er enginn pinni kallast frjdlsar breytur.

6.3 Skilgreining. Latum A vera fylki. Stétt (e. rank) A, tdknad rank(A), er
fjoldi pinna (fjoldi lina sem eru ekki bara med 0-um) i efra stalla formi A.

6.4 Setning. (i) Linulegt jéfnuhneppi Ax = b hefur lausn ef og adeins ef stétt
aukna fylkisins [A | b] er jofn stétt fylkisins A.

(ii) Ef fylkid A hefur m linur og rank(A) = m bé hefur sérhvert jofnuhneppi af
taginu Ax = b lausn.

6.5 Skilgreining. Jofnuhneppi Ax = b kallast Alidrad (e. inhomogeneous) ef
b # 0. Jofnuhneppi af taginu Ax = 0 kallast ¢hlidrad (e. homogeneous).

6.6 Setning. Ohlidrad jofnuhneppi Ax = 0 hefur annad hvort bara lausnina
x = 0 (lausnin x = 0 4 jofnu Ax = 0 er oft kdllud fdfengilega lausnin (e. trivial
solution)) eda bad hefur 6endanlega margar lausnir.

6.7 Setning. Gerum rad fyrir ad u; sé einhver einn lausnarvigur Ax = b. Sér-
hverja lausn u & Ax = b ma4 rita 4 forminu u = u; + v par sem v er lausn 6hlidrada
jofnuhneppisins Ax = 0.

Ofugt gildir ad sérhver vigur 4 forminu u = u; + v, par sem v er lausn Ax = 0,
er lausn & Ax = b.

6.8 Setning. Skodum lausnir jofnuhneppis Ax = b. P4 er eru prir moguleikar &
fjolda lausna:

(1) Jofnuhneppid er 6samkvaemt og hefur enga lausn.

(ii) Jofnuhneppid er samkvaemt og hefur ndkvaemlega eina lausn.

(iii) Jofnuhneppid er samkvaemt og hefur 6endanlega margar lausnir.

6.9 Setning. Skodum lausnir jéfnuhneppis Ax = b og gerum rad fyrir ad jofn-
uhneppio hafi lausn. P4 hefur jofnuhneppid Ax = b nakvaemlega eina lausn ef og
adeins ef 6hlidrada jofnuhneppid Ax = 0 hefur bara lausnina x = 0.

6.10 Fjoldi lausna joéfnuhneppis.

Finna & fjélda lausna linulegs jofnuhneppis Ax = b.
Skref 1. Byrjum & a0 setja upp aukid fylki [A | b] samsvarandi jéfnuhneppinu.
Skref 2. Notid linuadgerdir til ad fa aukid fylki [H | b’] bar sem H hefur efra
stallaform.
Skref 3. Ef [H | b'] hefur linu bara med 0-um { vinstri hluta og t6lu sem er ekki 0 {
hagri hluta pa hefur jofnuhneppid enga lausn.

Ef engin slik lina er i [H | b’] b4 koma upp tveir mdguleikar: (a) pinni { sérhverjum
dalk og ba hefur j6fnuhneppid ndkveemlega eina lausn, og (b) einhver dalkur hefur
engan pinna og ba hefur j6fnuhneppid 6endanlega margar lausnir.



6.11 Setning. Skodum jéfnuhneppi Ax = b med m jofnum og n 6pekktum
steerdum. Setjum r = rank(A).

(i) Ef jofnuhneppid hefur enga lausn pa er r < m.

(i) Ef jofnuhneppid hefur nadkvaemlega eina lausn ba er n = r og m > n.

(iii) Ef jofnuhneppid hefur 6endanlega margar lausnir ba er r < n.

6.12 Skilgreining. Ef A er n x n fylki og rank(A) = n ba er sagt ad A sé
andhverfanlegt (e. nonsingular). Ef rank(A) < n ba segjum vid ad A sé dandhverfanlegt
(e. singular).

6.13 Setning. Latum A vera n x n fylki. P4 eru eftirfarndi skilyrdi jafngild:
(i) A er andhverfanlegt, b.e.a.s. rank(A) = n.

(ii) Ax = 0 hefur adeins lausnina x = 0.

(iii) Fyrir sérhvern vigur b i R" hefur jafnan Ax = b ndkvaemlega eina lausn.
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