LINULEG ALGEBRA OG RUMFRAEDPI
14. VIGURRUM.

14.1 Skilgreining. Vigurrim (yfir rauntolur) er mengi V' a4samt reglu til a0 leggja
saman hvada tvo stok i V' sem er og fa ut stak i V', og reglu til ad margfalda hvada
stak sem er i V' med hvada rauntolu sem er og fa it stak i V. Stokin { V' kallast vigrar.
Summa tveggja vigra v og w i V er tdknud v + w og margfeldi v € V' med rauntolu
r er ritad rv. Einnig inniheldur V' sérstakan vigur sem kalladur er nillvigurinn og er
taknadur med 0 og fyrir sérhvern vigur v er til sérstakur vigur sem kalladur er —v.

Til a0 kallast vigurrim verda eftirfarandi skilyroi ad gilda:

Al (u+v)+w=u+(v+w) Tengiregla samlagningar

A2 v+w=w+vV Vixlregla samlagningar

A3 0+v=v Nullvigurinn er samlagningarhlutleysa
Ad v+ (—v)=0 Samlagningarandhverfa

Eftirfarandi reglur gilda um margfoldun med tolu:

S1 r(u+v)=ru+rv Dreifiregla
S2 (r+s)v=rv+sv Dreifiregla
S3 r(sv) = (rs)v Tengiregla
S4 1lv=v Margfoldunarhlutleysa

14.2 Setning. Latum V vera vigurrim.

(i) Nullvigurinn O er eini vigurinn x sem uppfyllir bad ad x + v = v fyrir alla
vigraviV.

(i) Fyrir sérhvern vigur v { V' er vigurinn —v eini vigurinn y sem uppfyllir bad
ad v+y=0.

(iii) Ef u4+ v = u+ w fyrir vigrau, vogw iV bad er v=w.

(iv) Fyrir alla vigra v i V gildir ad Ov = 0.

(v) Fyrir allar tolur r gildir ad r0 = 0.

(vi) Fyrir allar tolur r og alla vigra v i V gildir ad (—r)v = r(—v) = —(rv).

14.3 Skilgreining. Segjum ad hlutmengi W i V' sé hlutrim i V ef W uppfyllir
sjalft oll skilyrdi pess ad kallast vigurrim begar notadar eru somu adferdir vio sam-
lagningu vigra og margféldun vigurs med télu og notadar eru i V.

14.4 Setning. Hlutmengi W 1 V' er hlutrim 1 V' ef og adeins ef eftirfarandi prja
skilyrdi eru uppfyllt:

(i) 0 e W,

(ii) alltaf begar v € W og c € R baer cv € V,

(iii) alltaf pegar v,w € W bader v+w € V.

14.5 Setning. Mengid M,,«,, mengi allra m x n fylkja, er vigurrim par sem
adgerdirnar eru venjuleg samlagning fylkja og margfoldun fylkis med tolu.

Skilgreinum U/ sem mengi allra n x n efri prihyrningsfylkja, £ sem mengi allra
n X n nedri prihyrningsfylkja, og D sem mengi allra n x n hornalinufylkja. Mengin
U, L, D eru allt hlutram i M,,,,.



14.6 Skilgreining og setning. Litum 7 takna bil 4 rauntalnadsnum. Skilgrein-
um F(Z) sem mengi allra rauntolugildra falla sem eru skilgreind 4 Z. Skilgreinum
einnig C(Z) sem mengi allra samfelldra falla sem skilgreind eru & Z og D(Z) skilgrein-
um vio sem mengi allra diffranlegra falla sem eru skilgreind 4 Z.

Mengid F(Z) asamt venjulegri samlagningu falla er vigurrim og C(Z) og D(Z) eru
hlutram { F(7).

Athugasemd. Nullvigurinn { F(Z) er nullfallid 0 sem er skilgreint 4 Z bannig ad
0(z) =0 fyrir 6ll z { Z.

14.7 Skilgreining. Latum V vera vigurrim og vy,..., vy € V. Spann vigranna
Vi,...,Vy er skilgreint sem mengio

Span(vy,...,vg) ={ca1vi+- -+ cvi|c,...,cx € R}

Vid segjum a0 fjolskylda vigra {vy, ..., vy} sé linulega 6h&d ef ¢;vi+- - -+ cpvy =0

gildir adeins ef ¢; = -+ = ¢, = 0. Annars er sagt a0 vigrarnir séu linulega hddir.
Segjum ao fjolskyldan {vq,..., v} 1V sé grunnur fyrir V' ef
(i) vi,...,vg spanna V, b.e.a.s. V = Span(vy,...,vy),

(ii) fjolskyldan {vq,...,v.} er linulega 6hao.
Ennfremur pa segjum vio i pvi tilviki ad vidd V' sé k.

14.8 Skilgreining. Latum V vera vigurrim. Sagt er ad V' hafi endanlega
vidd (e. finite-dimensional) ef til er grunnur fyrir V' med endanlega moérgum stok-
um vy, ..., v og vidd V er pa skilgreind sem k. Vigurrim sem hefur ekki endanleg
vidd er sagt hafa dendanlega vidd (e. infinite-dimensional).

14.9 Skilgreining. Latum P takna mengi allra marglida a,t® + --- + ait + ao.
Taknum med P hlutmengi allra marglida af stigi < k.

14.10 Setning. Mengid P dsamt venjulegri samlagningu marglida og margféldun
marglidu med tolu & venjulegan hatt er vigurrim. Hlutmengin Pj eru hlutram i P.

Setjum fo(t) = 1, fi(t) = ¢, fo(t) = t2,. .., fu(t) = t*. Marglidurnar fo, fi,..., fe
mynda grunn fyrir Py. Vidd Py er k + 1.

14.11 Skilgreining. Latum V vera vigurram. Innfeldi (e. inner product) 4 V' er
fall sem uthlutar hverju pari (v, w) af vigrum i V' rauntélu sem téknud er med (v, w)
bannig a0 eftirfarandi skilyrdi gilda fyrir alla vigra u, v og w 1 V' og allar télur r:

P1 (v,w)=(w,v) Vixlregla
P2 (u,(v+ W)) = (u,v) + (u,w) Dreifiregla
P3 r(v, w) = ((rv), w) = (v, (rw)) Tengiregla
P4 (v,v) >0o0g (v,v) =0 ef og adeins ef v = 0. Jakvaedni

Innfeldisrim (e. inner product space) er vigurrim V' asamt innfeldi.
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