LINULEG ALGEBRA OG RUMFRAEDPI
13. FJOGUR UNDIRSTODPU HLUTRUM.

13.1 Skilgreining (upprifjun). Latum A vera m x n fylki. Tadknum linuvigra
Amed A, A, ... A, € R" og dalkvigra A tdknum vid med a;, a,,...,a, € R™.

Skilgreinum ddlkrim (e. column space) A sem hlutramid i R™ sem er spannad af
dalkvigrum A, pad er ad segja

C(A) = Span(aj, ay,...,a,) € R™.

Skilgreinum [¢fnurim (e. row space) A sem hlutrimid i R” sem er spannad af
linuvigrum A, pad er ad segja

R(A) = Span(Al, AQ, ceey Am) - R".
Nullrim (e. nullspace) A er mengi allra lausna Ax = 0, eda & taknmali
N(A) ={xeR" | Ax = 0}.

Hlutrimid N(AT) er nallraim A7,

13.2 Setning (upprifjun). Litum A vera m x n fylki. P4 er N(A) = R(A)* og
N(AT) = C(A)*.

13.3 Setning. Latum A tikna m x n fylki. Latum U tékna (eitthvert) efra
stallaform A og R rutt efra stallaform A. Latum einnig F vera margfeldi frumfylkja
bannig a0 FA =U.

(i) Peer linur { U sem eru ekki bara med 0-um mynda grunn fyrir R(A).

(i) Vigrarnir sem fast med pvi ad setja eina af frjalsu breytunum sem 1 og hinar
sem 0 og reikna lausn 4 Ax = 0 mynda grunn fyrir N(A).

(iii) Pinnadalkarnir i upphaflega fylkinu (beir dalkar i A par sem verdur pinni {
U) mynda grunn fyrir C'(A).

(iv) Ef k nedstu linurnar i U eru bara med 0-um ba gefa k nedstu linurnar { F
okkur grunn fyrir N(AT).

13.4 Reikniadferd. Byrjum med m x n fylki A. Finna & grunna fyrir linurdmio
R(A), dalkramid C'(A) og nallramid N(A).

Skref 1. Notid linuadgerdir til ad breyta A yfir i fylki U & efra stallaformi.

Skref 2. Pezr linur U sem innihalda ekki bara 0 eru grunnur fyrir R(A) linuram A.
Skref 3. Peir dalkar upphaflega fylkisins A par sem er pinni { U mynda grunn fyrir
C(A) dalkram A.

Skref 4. Grunnur fyrir nillrim A finnst med pvi ad nota U (eda rutt efra stalla-
form A) til ad leysa jofnuhneppid Ax = 0. Faum formalur fyrir lausninni x =
(x1,9,...,x,) sem linulegri samantektum af vigrum par sem hver studull stendur

fyrir frjadlsa breytu. Vidd nallrimsins er jofn fjolda vigra og grunnur finnst med pvi
a0 skrifa lausnina 4 forminu

X =T1Vy+7oVy+ - + TV

bar sem ry, 7, ..., ry eru stikarnir og vy, va, ..., v eru vigrar { R" sem mynda grunn
fyrir nallramid.



13.5 Setning. Latum A vera m X n fylki med rankA = r.

(i) dimR(A) =dimC(A) =r,

(i) dimN(A)=n—r,

(iii) dim N(AT) = m —r.

13.6 Skilgreining. Latum A vera m x n fylki. Viddin 4 C'(A) er oft kéllud

myndvidd A. Viddin & ndllraiminu N(A) er kollud nallvidd (e. nullity) A og tdknud
med null(A).

13.7 Setning. Latum A vera m x n fylki. P4 er

null(A) + rank(A) = n.

13.8 Reikniadferd. Byrjum med m x n fylki A. Finna & rank(A) og null(A).
Talan rank(A) er jofn vidd dalkriams A og lika jofn vidd linurams A.

Skref 1. Notid linuadgerdir til ad breyta A yfir i fylki U & efra stallaformi.
Skref 2. Fjoldi pinna { U er jafn rank(A) og fj6ldi dalka 4n pinna i U er jafn null(A).
Athugid ad null(A) = n — rank(A).

13.9 Setning. Latum V vera hlutrim i R"”. Segjum ad dim V' = k.

(i) dimV+ =n —k,

(ii) Sérhvern vigur 4r R™ ma4 rita & nakvaemlega einn hatt sem summu vigurs ar
V og vigurs Gr V-+. Sérilagier V +V+ =R"

(iii) (V4)" =V.

13.10 Setning. Latum A vera m x n fylki. P4 er

(i) R(A)" = N(4),

(if) N(A)* = R(A),

(iif) C(A)- = N(AT),

(iv) N(AT)L = C(A).

13.11 Setning. Fyrir sérhvern vigur b i C(A) er til 6tviraett dkvardadur vigur
xo { R(A) bannig ad Axy = b.
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