LINULEG ALGEBRA OG RUMFRAEDI
AP LEYSA LINULEG JOFNUHNEPPI — FRUMATRIPI

Inngangur

Jafna af taginu
1Ty + agxy + - -+ apx, =0

kallast linuleg jafna. Pad sem audkennir linulegar jéfnur er ad breyturnar koma bara
fyrir 1 1. veldi og engin margfeldi tveggja eda fleiri breyta koma fyrir { j6fnunni. Ef
bara ein breyta kemur fyrir p4 erum vid med jofnu af taginu a;z; = b og lausnin
blasir vid. Ef breyturnar eru tveer pa héfum vio jofnu af taginu a1z, + asxe = b og
lausnirnar eru 6endanlega margar. Skoda ma slika jofnu sem jofnu linu i plani. I
hagnytingu kemur oft upp st stada a0 breyturnar x, xs,...,x, sem vid hofum dhuga
& purfa ad uppfylla nokkrar linulegar jé6fnur samtimis. P& faum vio pad sem kallast
linulegt jofnuhneppi

a11Z1 + Q129 + - - -+ A1pXy, = b1
1 T1 + Goo%o + -+ - + GopnTy, = bo
Am1T1 + QX + -+ - + Ty = bm

Slik jofnuhneppi koma vida upp, badi innan steerdfrsedinnar og i hagnytingum &
steerdfraedi. I ymsum verkefnum af rimfraedilegum toga pa eru breyturnar faar, t.d.
ef finna & skurdpunkt tveggja lina i plani eru breyturnar bara 2, en { hagnytingum
koma oft upp jofnuhneppi med busundum eda jafnvel tugbtisundum breyta. Pad er
sérstok fraedigrein ad leysa slik jofnuhneppi, pvi begar jéofnuhneppin eru ordin svona
stor ba duga jafnvel 6flugustu télvur ekki til ad leysa verkefnin ef beitt er 6hagkveemri
leio.

Markmid bessa pistils er ad fjalla um hvernig leysa ma linulegt jofnuhneppi &
skipulegan hatt. Linulegt jofnuhneppi getur haft enga lausn (upplysingarnar um
Z1,...,Z, sem felast { jofnunum stangast 4), nakvaemlega eina lausn, eda ba ad jéfnuh-
neppiod hefur 6endanlega margar lausnir. Vido munum greina hvernig 4 ad pekkja pessi
oliku tilvik og hvernig 4 a0 medhdndla pau.

1 Hvernig a ad leysa jofnuhneppi
Skodum tveer hugmyndir ad lausn & jéfnuhneppi. Faum gefnar jofnurnar
T+y=3 og T+ 2y =4.
Fyrri lausnin byggir 4 pvi ad vid einangrum y Ut tr annarri jéofnunni, t.d. peirri
fyrri, og faum y = 3 — x og sidan styngum vid bessari formilu fyrir y inn i seinni

jofnuna og erum bpa komin med linulega jofnu z + 2(3 — ) = 4 med einni breytistaerd
z. Leysum hana, f4& um ad x = 2 og 1t fra pvi reiknum vid ad y = 1.



Seinni lausnin byggir lika & pvi ad reyna ad fa jofnu med einni breytisteerd en vio
forum 60ruvisi ad. Vid “drégum” fyrri jofnuna fra beirri seinni og faum ad y = 1.
Pad getum vid svo sett inn { fyrri jofnuna til ad fa ad x + 1 = 3 sem gefur svo
x = 2. Munurinn & pessum tveimur adferdum er ad { peirri seinni pa logum vid fyrst
jofnuhneppid til ad fa fast akvedid gildi & y til ad setja inn i fyrri jéfnuna.

Pegar fengist er vid staerri jofnuhneppi pa kemur strax i 1j6s ad fyrri hugmynd er
omeofaerileg, en s seinni gengur mun betur.

2 Adfero Gauss med endurinnsetningu

Fyrsta skrefid er a0 setja upp pjalli rithatt. Vid byrjum med jofnuhneppi

011%1 + G12%2 + -+ a1y, = by
(21Z1 + Q922%9 + - - + AopX, = b2
Am1T1 + QpaXo + -+ - + Ty = bm-

Heegt er ad skammstafa upplysingarnar sem felast 1 jofnuhneppinu med bvi ad sleppa
bvi a0 skrifa breytuheitin, adgerdamerkin og jafnadarmerkid og fa i stadinn pad sem
kallad er aukid fylk:

a1 G2+ Qip | by
a1 Goa -+ Qop | bo
ap1 Qp2 -+ Qpp bn

Fyrsta linan hér ad ofan samsvarar fyrstu jéfnunni i jéfnuhneppinu og svo framvegis.

Heegt er ad framkveema ymsar adgerdir & linulegu jofnuhneppi an pess ad breyta
lausnamenginu. Til deemis ma augljoslega breyta rédinni & jofnunum an bess ad
breyta hvada lausnir jofnuhneppid hefur. Einnig ma margfalda badar hlidar jéfnu
me0 fasta r # 0 og taka margfeldi af jofnu og leggja vid einhverja adra jofnu. Pegar
vid hugsum um aukid fylki pa sjdum vid ad haegt er ad framkvaema eftirfarandi prjar
adgerdir & fylkinu &n pess ad breyta pvi hvada lausnir samsvarandi jéofnuhneppi hefur.
Vid getum

(Ad1) Vid getum vixlad & einhverjum tveimur linum.
(Ad2) Vid getum margfaldad linu med fasta r # 0.
(A33) 1 stad linu L; getum vid sett summu L; + rL; bar sem j # i.

Athugio a0 pegar linuadgerd er beitt 4 aukio fylki parf ad muna eftir ad beita henni
lika &4 dalkinn yst til haegri. Ef haegt er ad breyta auknu fylki [A|b] yfir 1 aukid fylki
[A'|b'] med bessum adgerdum segjum ad ad pessi tvé auknu fylki séu jafngild.

Sagt er ad aukid fylki sé & efra stallaforma ef eftirfarandi tvo skilyrdi eru uppfyllti:
(ES1) Linur sem innihalda bara 0 eru nedst i fylkinu.

(ES2) Um hverja linu gildir ad fyrir nedan (i sama dalki) fremsta ekki 0 stakid eru
bara 0.



Daemi.
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Hér ad ofan er fyrsta fylkio & efra stallaformi, pad naest er ekki 4 efra stallaformi pvi
skilyrdi ES1 er brotid og sidasta fylkid er ekki heldur & efra stallaformi pvi skilyrdi
ES2 er brotio.

Byrjum nt med jéfnuhneppi og tilheyrandi aukio fylki. Fyrsta skrefid i lausnar-
adferdinni gengur Ut & ad nota linuadgerdir til a0 koma aukna fylkinu yfir 4 efra
stallaform.

Dami Leysid jofnuhneppid

rT+yt+z =
T+2y+3z2 = 2
T+ 3y+4z

Lausn. Stillum upp auknu fylki
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Notum svo linuadgerdir til ad breyta aukna fylkinu pannig ad vid faum fylki 4 efra
stallaformi.
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Ef petta er ritad aftur a4 formi jéfnuhneppis pa feest ad

r+y+z =1
y+2z =1
z = —1
Trikkid er ad pegar vid hofum nad fram efra stallaformi pa er tiltolulega audvellt ad

lesa 1t lausn & jofnuhneppinu. Rekjum okkur upp & vid fra nedstu jéfnunni og faum
ad z=—-1, y=3o0gx = —1.

Daemi. Leysio jofnuhneppio
r+3y—2z = 0

20 +5y—3z = 0
—3r+2y—4z =



Lausn. Setjum upp aukio fylki og vinnum & pvi med linuadgerdum.

1 3 —-21]0 1 3 -2 10
-3 2 —4|0 _0 11 —-101]0 Ly + 3L,
1 3 -2 01
~ 0 -1 110
_O 0 1 OJ L3+ 1114
1 3 =210
~ 01 —-11]0 —Ls
00 110

Loka fylkio hér ad ofan samsvarar jofnuhneppinu

r+3y—2z = 0
y—z = 0
z = 0.

Lesum 1t dr pessum jéfnum ad eina lausnin er 2 =0, y = 0 og = = 0.

I bessu dzemi er bara 0 { haegri hlid jofnuhneppis. Slik jofnuhneppi kallast ¢hlidrud.
Tokum eftir ad sama hvada linuadgerdoum vid beitum pa breytist ekki ad pad eru bara
0 1 haegri hlid. Pegar vid faumst vid 6hlidrud jofnuhneppi b4 mé spara sér skriftir og
sleppa bvi ad rita déalkin lengst til haegri 1 fylkinu — 1 honum verda hvort sem er alltaf
bara 0.

3  Engin lausn

Jofnuhneppin sem vid héfum leyst hér a0 fram hafa 61l ndkvaemlega eina lausn. Svo
parf alls ekki a0 vera pvi baedi getur komid fyrir ad jofnuhneppi hafi alls enga lausn
eda ad jofnuhneppid hefur 6endanlegamargar lausnir. Pegar jofnuhneppi hefur enga
lausn segjum vid ad pad sé dsamkvemt.

Dami. Skodum jéfnuhneppid
rT+y+z =

Y+ 2z
z+3y+52 = 9

Byrjum 4 a0 setja upp aukid fylki og judumst svo i pvi med linuadgeroum.
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Samsvarandi hverri linu i auknu fylki er jafna. Jafna sem samsvarar nedstu linunni {
fylkinu hér ad ofan er 0-x+0-y+0- z = 1 og augljoéslega er engin leid ad finna gildi
a4 x, y og z sem uppfylla jofnuna. Pvi getum vio alyktad ad ad jofnuhneppid hafi alls
enga lausn.

Petta er ndkvaemlega pad sem gerist alltaf pegar vido reynum ad leysa 6samkvaemt
jofnuhneppi med adferdinni sem lyst er hér ad framan: fyrr eda sidar fAum vid linu



i fylkinu sem er bara med 0 { vinstri hlid en 1 dalkinum til haegri er einhver tala
sem er ekki 0. A0 svo biinu getum vid haett glimunni vid jofnuhneppid og fullyrt ad
jofnuhneppid hafi enga lausn. Takid eftir ad ef vid hofum o6hlidrar jéfnuhneppi (bara
0 1 heegri hlid) pa hefur jofnuhneppid alltaf lausn: ef 6llum breytum er gefid gildio 0
ba eru allar jofnurnar uppfylltar.

4 Oendanlega margar lausnir

I mérgum tilfellum pa eru upplysingarnar sem felast { linulegu jéfnuhneppi ekki nogar
til ad dkvarda lausnina o6tviraett. Slik verkefni koma edlilega upp { mérgum tilvikum.
b6 ad vid getum ekki dkvardad gildi fyrir breyturnar otvirsett pa getum vid fengid
lysingu & 6llum mogulegum lausnum.

Daemi. Skodum jéfnuhneppid

rT+y+=z
y+2z =
T+3y+5z =

Byrjum 4 a0 setja upp aukid fylki og radumst ad pvi med linuadgerdum.
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N1 hofum vid bara tveer jofnur
r+y+z=1 og y+2z=3.

Setjum z = r ogfaumady =3—-2z =3-2rogz =1—y—z = 1—(3=2r)—r = —2+4r.
Sama hvada tala er sett { stadinn fyrir r, alltaf feest lausn 4 jofnuhneppinu.

Skodum hvernig tilfellid ad jofnuhneppi hafi 6endanlega margar lausnir birtist
begar vid notum lausnaradferdina hér ad ofan 4 jofnuhneppi.

Hugsum okkur ad vid séum buin a0 koma aukna fylkinu yfir & efri stallgerd. og
h6fum fengio eftirfarandi nidurst6du
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I hverri linu beinum vid athyglinni ad fyrsta stakinu sem er ekki 0. Koéllum pau
stok vendistudla. I fylkinu hér ad ofan er bwid ad strika undir vendistudlana. Hér eru
vendistudlarnir { ddlkum 1, 4 og 5 og enginn vendistudull 1 dilkum 2 og 3. Breyturnar
sem tilheyra dilkum med engum vendistudli er oft kalladar frjdlsar. Beint liggur vio
ad lysa lausnum jéfnuhneppisins med pvi ad syna hvada gildi hinar breyturnar fa ef
vio gefum frjalsu breytunum einhver gildi.

Dami. Hvada lausnir hefur jofnuhneppid sem lyst er med eftirfarandi auknu fylki
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Hér eru enginn vendistudull 1 2. og 3. dalki. Pvi getum vid skodad tilheyrandi
breytur xs og z3 sem frjalsar. Setjum xy = r og 3 = s. Oss til heegdrarauka skulum
vi0 rita upp jofnuhneppid sem samsvarar auknafylkinu. Fa4um a0

T1+To+x3+T4+7T5 = 1
Ty +2Ty5 = 1
Ty = 1.

Sjaum tutfra pessu ad r5 = 1 og x4 = 0. Sidan gefur efsta jafnan ad z; =1 — 2y —
x3—x4—25=1—-r—5—0—1=—r—s. Gildin 4 x4 og =5 eru fast akvoroud og ef
vio gefum x4 og x3 einhver gildi p4 ma akvarda x.

11j6s kemur ad ef bad er vendistudull i hverjum dalki og j6fnuhneppid er samkvaemt,
ba faest nakvemlega ein lausn. Annars getum vid sagt ad breyturnar sem tilheyra
dalkum sem hafa ekki vendistudul séu frjilsar og sett fram lausn & jofnuhneppinu
bannig ad ef vid gefum frjalsu breytunum einhver gildi er hagt ad reikna ut gildi &
hinar breyturnar.

Daemi. Leysid jofnuhneppid
Tt+yt+z =
T+2y—z = 3

Setjum upp aukid fylki og komum bvi & efra stallaform

11 11 11 1|1
1 2 —-11|3 0 1 =22 | Lo—1L;°
Hér eru vendistudlar i 1. og 2. dalk en enginn i 3. dalk. Skodum pvi pridjubreytuna z

sem frjalsa breytu. Set z = r. Seinni linan i aukna fylkinu 4 efri stallgerd samsvarar
jofnunni y — 22 = 2 svo ad y = 2 + 2r. Efri linan segir a0

l=z+y+z=2+02+2r)+r=2+2+3r,
eda a0 x = —1 — 3r. Lausnina getum vid ni ritad & vigurformi sem
[x,y,2] = [-1—=3r,2 4 2r,r] = [-1,2,0] + r[-3,2,1].

Vigurinn [—1,2,0] er lausn & upphaflega jéfnuhneppinu, en vigurinn r[1,2, —1] er
lausn jofnuhneppis sem er eins og upphaflega jofnuhneppio nema ad 1 haegri hlidarnar
eru allsstadar komid 0.

Pad “munstur” sem koma fram 1 deeminu hér ad ofan gildir lika almennt. Faum i
hendurnar jéfnuhneppi

011T1 + G12%2 + -+ a1y, = by
(21T1 + Q922%9 + - - - + QopX, = b2
Am1T1 + QpaXo + +* + AppTyn = bm

I samraemi vid pad sem adur sagoi kallast jofnuhneppio hlidrad ef 1 haegri hlidinni er
einhver tala sem er ekki 0, en 6hlidrad ef bad eru bara 0 1 haegri hlid. Hugsum okkur



ad vio héfum fundid einhverja eina lausn hlidrada jofnuhneppisins og svo héfum vid
fundio lausn & 6hlidrada jéfnuhneppinu sem faest ef vid setjum 0 i stad by, bs,. .., by.
Hugsum okkur ad vid héfum fundid eina tiltekna lausn & jofnuhneppinu okkar og
hofum ritad hana & vigurformi sem [z1, xo, . .., Z,| = [p1, P2, - - -, Pn]- Einnig hofum vid
fundio allar lausnir & samsvarandi 6hliorudu jéfnuhneppi. Sérhverja lausn 4 hlidrada
jofnuhneppinu ma na rita sem

[xlax% s amn] = [plap2, tee apn] + [h'lah'Za .- 'ah’n]a

bar sem [hy, ho, ..., hy] er lausn & 6hlidrada jofnuhneppinu.

5 Synidemi
Ad lokum koma tvo deemi par sem fario er { gegnum bad skref fyrir skref hvernig
jofnuhneppi er leyst. Pessi deemi og lausnirnar eru fengin fra Jon Ingo6lfi Magniissyni.

Daemi. Beitid Gauss-adferd og endurinnsetningu til pess ad finna allar lausnir
jofnuhneppisins

3x1+3T9—3x3 —2x5= 3

—T1 —T9+2x3—3T4 +T5 =
T +To—223 —r5 = 2
1 +x9 —T3+4x, =-2

Lausn: Vio setjum fram aukna fylkid sem svarar til pessa hneppis og framkvaemum
linuadgerdir par til fylkio er komid & efra stallaform:
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Hér er komid fram fylki & efra stallaformi. Einn dalkur pess hefur engan vendistudul
og bvi hefur lausnin eina frjalsa breytu. Eolilegt er ad taka hana sem x, par sem
st breyta tilheyrir dalknum sem engan hefur vendistudulinn. Aukna fylkid svarar til
jofnuhneppisins

T1+T2—2x3 —x5 =2
r3+4zry +x5 = —4
T4 =-1
—2x5 = —3

N1 er komid ad endurinnsetningu. Vid byrjum & pvi ad leysa fyrir breytuna x5 og
rekjum okkur sidan upp eftir hneppinu.

3 1
Ty =5, T4 = =1, 23 = —4—4rs — x5 = oy T2=8 n= 2—z9+2x34+ 75 = 375
bar sem s getur verid hvada rauntala sem er. Athugid ad vid getum skrifad lausnina
sem

Dami. Beitid Gauss-Jordan-adferd til pess a0 finna allar lausnir jéfnuhneppisins

311?1—41'2+2£E3 +$4+12$5 =4
3.’11‘1—7l'2+8.’173—5$4 +8.’IJ5 =9
—2x9+4x3—4xs —225 =6



Lausn: Vid stillum upp aukna fylkinu og beitum einféldum linuadgerdum par til fylki

4 efra stallaformi feest ut:
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Ly — L, — 12L3
Lo — Ly + 4L3

Hér er komid fram fylki 4 efra stallaformi. Dalkar prja og fjogur hafa enga vendistudla
og bvi tokum vid x5 og =4 sem frjélsar breytur. Aukna fylkid samsvarar jéfnuhneppinu

3x1—4x9+2x3 +x4+1225 =4
—3x9+6x3—6xy —4x5 =5

.’12‘5:4

Taknum frjalsu breyturnar x3 og x4 med s og t. P4 feest med endurinnsetningu

rs =4, 19 =—-T4+2s—2t, x1 = —24+ 25 — 3t.

Vid getum skrifad lausnina sem

—24
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