Linuleg algebra og rumifraedi

Lausnir sumarprofs 2003

Daemi 1.

Finnid b4 vigra i R* sem eru hornréttir 4 alla vigrana [1,2,3,4], [4,3,2,1] og
1,1,1,1].

Lausn. Pad ad x = [x1, %9, T3, 4] s hornréttur & bessa brja gefnu vigra segir
nakvaemlega ad x sé lausn & jofnuhneppinu

T14+2x9+3x3+424, =0
4£E1+3l‘2+2l‘3 +x4 = 0
Ty +T2 +x3 +T4 = 0.

Lausnir jéfnuhneppisins eru

[T1, %9, 23, 24) = 7[1,—2,1,0] + s[2,-3,0,1].

Daemi 2.

Finnid grunna fyrir linu- og dalkrim fylkisins

2 2 3 4
A=]11 111
4 4 5 6

Lausn. Notum linuadgerdir til ad koma fylkinu A yfir 4 efra stallaform. Efra stallformid
sem ég fékk er

11
1 2

11
0 0
000

0

Péer linur sem eru ekki bara med nillum i efra stallaformi mynda grunn fyrir linuramio,
svo [1,1,1,1] og [0,0, 1, 2] mynda grunn fyrir linurimid. Pad eru vendistudlar i 1. og
3. dalk svo 1. og 3. dalkur ur upphaflega fylkinu mynda grunn fyrir dalkrimio.

Daemi 3.

Um linulega vorpun 7 : R?> — R? er vitad ad T([1,1]) = [2,3] og T([1,—1]) =
0, 1].

(i) Reiknio T°([2, 3]).

(ii) Finnio fylki 7.

Lausn. (i) Nu er [2,3] = 3[1,1] — 3[1,—1] svo
T([2,3]) = T(3[1,1] — 5[1, 1)) = 37([1,1]) - 57([1, —1]) = [5, 7].

(ii) Til ad finna fylkid parf ad reikna T'(e;) og T'(es). Reiknum 1t ad

1 1 1 1
=—1,1 -1, -1 =—[1,1| — =[1, —1].
€ 2[; ]+2[7 ] og €2 2[7 ] 2[7 ]



Faum ad T'(e1) = [1,2] og T'(e2) = [1, 1]. Fylkid er
11
)

Daemi 4.

(i) Skilgreinum vérpun 7 : R® — R bannig ad T([z1, 72, T3)) = 21 + To + 73. Er
vorpunin 7 linuleg? (R6kstudningur naudsynlegur.)

(ii) Setjum W = {[z1,25] € R? | 2125 = 0}. Er W hlutrim { R?? (R6kstudningur
naudsynlegur.)

Lausn. (i) Latum A vera 1 x 3 fylkid [1 1 1]. Sjadum ad T'(x) = Ax og bvi er T
linuleg vorpun.

(ii) Mengid W er ekki hlutram i R?. Vigrarnir u = [1,0] og v = [0, 1] eru badir {
W en summa beirra u + v = [1, 1] er ekki i .

Daemi 5.

(i) Linan [y hefur vigurjofnu [1, 2, 3]+¢[1, 1, 1] og linan /s hefur vigurjofnu [3, 2, 1]+
s[1,1,2]. Skerast bessar linur?

(ii) Finnid skurdpunkt linunnar /3 sem hefur vigurjéfnu [1, 1,0]+¢[1, 2, 1] og plans-
ins sem hefur jofnu x + 2y + 2z = 6.

Lausn. (i) Leitum ad t6lum s og ¢ pannig ad [1, 2, 3]+¢[1,1,1] = [3,2, 1] +s[1, 1, 2].
Setjid upp jofnuhneppi og reynid ad leysa. Pio komist fljott ad pvi ad enginlausn er
til og pvi skerast linurnar ekki.

(ii) Um punkt (z,y, z) 4 linunni gildir ad

=141, y=1+2¢t z=1.
Um punkta & planinu gildir ad x + 2y + z = 6. Setjum inn i pessa jofnu og faum ad
(1+1t)+2(1+2t)+t=6,
sem gefur ¢t = % Skurdpunkturinn er [%, 2, %]

Daemi 6. Linuleg vorpun 7 : R®* — R? hefur fylkid
00 3
A=11 11
1 01
Latum K vera kassann i R?® sem gefinn er med ¢jéfnunum

Finnid ramma&l myndar K undir 7'.

Lausn. Rummal myndarinn er | det(A)|(Rummal K). Nua er det(A) = —3 og rim-
méal K er 15, so raimmal myndarinnar er 45.



Daemi 7.
Skilgreinum
300
A=1[10 2 0
0 21
Finnid eigingild og eiginvigra A. Er fylkid A hornalinugeranlegt? (Rokstydjio.)

Lausn. Audvellt er a0 reikna 1t ad eigingildin eru A\; = 1, Ay = 2 og A3 = 3.
Eiginvigrar fyrir \; = 1 eru vigrar & forminu r[0,0, 1], r # 0, fyrir Ay = 2 eru vigr-
ar & forminu r[0,1,2], r # 0 eiginvigrar, og fyrir A3 = 3 eru eiginvigrar 4 forminu
r[1,0,0], » # 0. Fylkid er hornalinugeranlegt, bvi ef vid tékum einn eiginvigur fyrir
hvert eigingildi b4 fAum vid grunn fyrir R®. (Einnig hefdi matt vitna til setningar sem
segir ad n X n fylki med n 6lik eigingildi er alltaf hornalinugeranlegt.)

Daemi 8.

(i) Finnid ofanvarpsfylkid fyrir hlutramid W i R sem spannad er af vigrinu
1,2,3].

(i) Hvert er ofanvarp vigursins [4, 1, 3] 4 hlutrtmid sem vigrarnir [1, 0, 1] og [2, 0, 1]
spanna?

Lausn. (i) Adferdin vid petta er ad finna ofanvarpsfylki 4 hlutrim W er ad taka

grunn ay, ..., a, fyrir W, stilla upp fylki A sem hefur vigrana ay, ..., a; sem dalka og
reikna svo P = A(ATA)~t A", Heér feest

-1

1 1 1 L 123
A= |2 og P=|2|[[123]]2 123]=—12 46
3 3 3 369

(ii) Setjum W =sp([1,0,1],[2,0,1]). Vigurinn [0, 1, 0] er hornréttur & baedi 1, 0, 1]
og [2,0,1]. Pvi er [1,0,1],[2,0,1],[0,1,0] grunnur fyrir R og

[4,1,3] =2[1,0,1] + [2,0,1] + [0, 1, 0].
Ofanvarpid & W er 2[1,0,1] + [2,0,1] = [4,0, 3].

Daemi 9. Setjum

Reiknid A9,

Lausn. Hornalinugerum A. Ef C er fylki bannig ad D = C'AC er hornalinufylki
ba er A¥ = CD'C~!. I bessu deemi hefur A eigingildin A\; = 1 og Ao = 2. Eiginvigur
fyrir Ay = 1 er v; = [1, 1] og eiginvigur fyrir A\ =2 er v; = [0, 1]. Pvi er

10 1 0]
C:[l 1] og D:[ |

Svo er i
1 0
1— 2100 2100 .

AlOO — CD1000_1 — |:



Daemi 10.
Setjum u = [i,1 +i] og v = [2,3 +1].
(i) Reiknid (u,v).
(ii) Finnid ba vigra C? sem eru hornréttir 4 u.

Lausn. (i)
(u,v) =([i,1+1],[2,3+1d]) =i-2+ (1 +4)(3+1i) =4 — 4.
(ii) Ritum z = [z, 2»|. Vigurinn z er hornréttur & u ef og adeins ef (u,z) = 0.
Pegar sett er inn i bessa jofnu faest —iz; + (1 —i)zo = 0, eda z; = —(1 + ©)2y. Ef

vio medhondlum z, sem frjalsa breytu faest ad beir vigrar sem eru hornréttir & u eru
nakvemlega vigrarnir r[—(1 + 7), 1].

Rognvaldur G. Méller



