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Staerdfraedigreining IV B

Abendingar um lausnir vegna préfs 12. mai 2009

Latum f(z) vera 2m-lotubundio fall sem er gefid & bilinu —7 < z < 7 med

_q0 ef —-T<z<0
f(x)_{sinx ef0<z<m

(i) Synid a0
1 1 I = (=11 -1
f(:l:):;+§sinx+;;—( 71)2—1 CcOSNT

bar sem roédin er samleitin i jofnum meeli fyrir —oo < x < co. (Pekktar setningar ma nota
an sénnunar.)

(ii) Reiknid gildi summanna

oo 00
Z 1 Z 1
4m? — 1’ (4m? — 1)%

Abending 4 lausn

(i) Mistok hja moérgum voru ad halda bvi fram ad f(z) veeri jafnsteett (sumir s6gou jafnvel
oddstaett). Fallid er hvorki jafnsteett né oddsteett og bvi parf ad reikna badi a, og b,.
Reyndar er b,, = 0 nema begar n = 1. Peir sem t6ldu f(z) vera jafnstaett gatu ekki utskyrt
lidinn %sinx i r6dinni.

Heildid

/ sin x cos nx dx

sem kemur fram mé reikna me0 hlutheildun (tvisvar i r60) eda med pvi ad skrifa
: L. L.
sinz cosnz = 5 sin(n+ 1)z — 5 sin(n — 1)z

(svipud heildi komu fram i fyrirlestrunum og deematimunum). Ad lokum parf ad geta ad
f(z) er i flokknum PC! N C og bvi er r60in samleitin { jéfnum meeli.

(ii) Fyrir fyrri r60 ma lata = = 0. Fyrir b4 seinni er formilu Parsevals beitt.

_d%u
dz?

(i) Athugio eigingildisverkefnid (verkefni A) fyrir diffurvirkjann Lu =

d2
_d_a:;:)\u’ O<z<m
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uw(0) =0, u(m)—ku(r)=0
bar sem k£ > 0 er fasti. Synio a0 ef k& > 1/m sé til ndkvemlega eitt strangt neikveett
eigingildi —33 (reynid bo ekki ad dkvarda (). Finnid eiginfallid. Synid, hins vegar, ad
ekkert neikvaett eigingildi er til ef 0 < k < 1/7.
(il) Latum Q(u) = (Lu,u)/(u,u) vera Rayleigh-kvotann fyrir verkefni A. Latum Q1 (u)
vera Rayleigh-kvotann fyrir nytt verkefni (verkefni B) sem er eins og verkefni A ad 6llu
leyti nema pad ad diffurvirkinn er

L(u) =~ (p(@)2)

bar sem p(x) er diffranlegt fall &4 bilinu 0 < x < 7, minnkandi fall med p(r) = 1. Synid
ad Q1(u) > Q(u) fyrir 6ll C? 51l u & bilinu 0 < = < =, fyrir utan v = 0, sem uppfylla
jadarskilyrdin.

(iii) Ef 0 < k < 1/7 synid ad verkefni B hefur engin neikvaed eigingildi.

Abending a lausn

(i) Setjum strax A = —/32 til ad skoda neikvaed eigingildi. Almenn lausn er A cosh Sz +
B sinh Bz og audvelt a0 finna jofnu fyrir eigingildi 4 forminu

1
tanh Br = Eﬁ.

Med pvi ad gera skissu af grofunum tanh 705 og % £ & moti B sést ad pau skerast i bilinu
0 < 8 < oo ef og adeins ef £ > 1/7 (bid velvirdingar & villu i upphaflega deeminu).
Eiginfallid er sinh Syx par sem 3y er 8-hnit skurdpunktsins.

(ii) Stuttur utreikningur med hlutheildun gefur nidurstéduna (en bad barf ad nota jadar-
skilyrdin).

(iii) Laegsta eigingildi verkefnis er alltaf laggildi Rayleigh-kvota pess (midad vid 61l 61l sem
uppfylla jadarskilyroin). Ef 0 < & < 1/7 ba hefur verkefni A engin neikvaed eigingildi. P4
er Q(u) > 0 fyrir 6ll u sem uppfylla jadarskilyrdin og bar af leidandi (samkvaemt 1i0 (ii))
gildir lika Q1 (u) > 0 og bvi hefur verkefni B engin neikvad eigingildi.

Athugid bylgjujofnuna i einni vidd

O?u  ,0%u

—_— =" —
ot? 0x?
& 6endanlegri linu —oo < z < oo med upphafsskilyroum

2 Ou B
u(z,0) =e"", E(w,O) = 0.

(i) Reiknio ut formilu fyrir lausnina og tdknid hana med skekkujufallinu ef @ vid.
(ii) Synid ad u(x,t) stefni 4 markgildi pegar x er haldid f6stu og ¢t — oco. Reiknid bad tt.
(iii) Endurtakid (i) og (ii) en med upphafsskilyrounum

u(z,0) =0, 2—1;(1',0) —e .

2
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Abending 4 lausn

(i) Formula d’Alemberts gefur
(@, ) = Se==en?® 4 L —@reny?

og pvi
(ii) limy— oo u(z,t) = 0.

(iii) Aftur er d’Alembert notud og gefur

u(z,t) = \i—j (erf(x + ct) — erf(x — ct))

Nu er

lim u(z,t) = ﬁerf(oo) = ﬁ
t—oo 2c 2c

Athugid a0 skekkjufallid er oddsteett og erf(oo) = 1.

(i) Verkfraedingur hefur leyst hitajéfnuna & bilinu 0 < z < 7 med upphafskilyrdi u(z,0) =
x(m — z) gradur. A endunum voru hofo skilyrdin w(0,¢) = t/4 gradur og u(m,t) =1 —e™ "
gradur. Hann reiknadi at a0 u(%,10) = 3 gradur. Hann sér naestum strax ad betta geti

2
ekki stadist. Hvernig?

(ii) Eolisfreedingur er ad reikna ut rafstéouspennu i kilu med radius 1 metra sem er
stadsett pannig ad midja hennar er i upphafspunkti hnitakerfis. Spennan & yfirbordinu
er u(z,y,2) = 2(1 — 22 — y?) volt. Verkefnid jafngildir ad leysa Au = 0 1 einingarkilunni
med gefnu gildi 4 yfirbordinu. An pess ad leysa Laplace-jéfnuna getur hun reiknad tt (a)
hagildi w i kdalunni, (b) laggildi w i kalunni, og (¢) gildi » i midpunkti kalunnar. Hvernig
gerir hun petta og hver eru gildin?

Abending a lausn

(i) Gildid u(w/2,10) = 3 samraemist ekki hdgildislogmdlinu fyrir hitajéfnuna. Pad sidast-
nefnda er steerofraedileg setning sem hefur { fér med sér hér ad u(n/2,10) getur ekki verid
haerra en hagildi u(x, t) & sammengi strikanna priggja: © = 0,0 <t < 10; 2z = 7,0 < ¢ < 10;
t =0,0 <z < 7. Hagildi & strikunum premur er 2,5 og naest 4 pvi fyrsta i punktinum
(0,10). (Parf ad vita ad 72 er orlitid undir 10.) Margir baru gildid 3 saman vid gildi {
punktunum (0, 10) og (7, 10) eingéngu. Adrir baettu vid gildi i (7/2,0). Pad dugir ekki.
(ii) Hagildislogmal fyrir pyd foll gefur ad hégildi og laggildi u(x,y,z) i kilunni naest &
yfirbordi kialunnar. Medalgildislogmalid gefur ad gildid «(0,0,0) er jafnt medalgildi v &
yfirbordinu. Svorin eru 1, -1, 0. Pad gekk ekki ad reikna gildio «(0,0,0) med bvi eingéngu
a0 setja x =y = 2z = 0 1 fallid z(1 — 22 — y?) b6 ad svarid sé rétt.

Leysid bylgjujéfnuna

Pu
w =c“Au
i skifunni D = {(x,y) : r < a} med jadarskilyroi v = 0 fyrir » = a og upphafsgildi
0
u=a-—r, 8—1;:0 begar t = 0.
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Ef bid kjosid ad skrifa lausnina sem ré0 eigid bid ad gefa skyra formulu fyrir studlana, en
bid purfio ekki ad reikna studlana tt.

Abending a lausn

Abending 4 lausnin er gefin med r6d af eiginsveiflum. Par sem upphafsgildi er fall af r
eingdngu neegir ad nota einungis eiginsveiflur sem eru fall af r eingdngu (auk t¢). Petta

gefur (hér notum vid formulubladid til ad finna hringsamhverf eiginfoll Laplace virkjans i
skifu)

w=>_ Jo(B;r)(A; cos(fct) + Bysin(B;ct))
j=1
bar sem (31, B2 ... uppfylla Jo(B;a) = 0. Upphafsgildin gefa B; = 0 og

o foa(a — 1) Jo(B;r)rdr
I foa[Jo(ﬁjr)Pr dr

(ekki méa gleyma baettinum r fyrir framan dr).

Leysio Dirichlet verkefnid Au = 0 i sveedinu wtan einingarkulunnar, p.e. 1 svaedinu r > 1
i prividu rimi, med gildi u = cos®@ & yfirbordinu og pannig ad lausnin stefni 4 0 pegar
r — 0o. Ath: 6 er hjabreidd, cosf = z/r, 0 < 0 < 7.

Abending 4 lausn

Skrifum cos®§ = 3 sem linulega samantekt af Legendre marglidum Py(t), Pyi(t), Pa(t),
Ps(t). (Ekki er borf & floknari kalufollum med m # 0 pvi jadargildi eru ekki hao lengdargraou
¢.) Petta er audvelt med hjalp formuilubladsins:

2 3
3 = ng(t) + gPl(t).

Lausn & Dirichlet verkefni utan kdlunnar r < 1 faest med hjalp formulu 4 formulubladinu
nedarlega 4 sidu 2 og er pvi

2 3
gr_4P3(cos 0) + 57“_2]31 (cos®)

Einungis neikveed veldi & r koma fram til ad halda lausninni i skefjum pegar r — oo.



