Kafli 18

VEIKAR LAUSNIR A
HLUTAFLEIDUJOFNUM OG
DREIFIFOLL

18.1 Inngangur

I greinum 2.8, 6.9 og 7.6 kynntumst vid nokkrum undirstéduhugtokum um dreififéll 4 rauntalnalin-
unni R = R'. Audvelt er ad alhsefa pau hugtdk yfir 4 ramid R” i heerri viddum. Reyndar eru dreifi-
follin mun mikilvaegari vid trlausn 4 hlutafleidujéfnum en vid arlausn 4 venjulegum afleidujofnum. I
bessum stutta kafla kynnumst vid 6rlitid veikum hlutafleidum, veikum lausnum & hlutafleidujofnum
og grunnlausnum & hlutafleidujéfnum. Einnig sjdum vid edlisfreedilega tilkun & Green-follum fyrir
Laplace-virkjann.

18.2 Veik markgildi og 6-f6ll Diracs

I grein 2.8 saum vid fyrst skilgreiningu og tulkun 4 Dirac-fallinu d,. Pad 4 sér hlidstaeda skilgreiningu
{ heerri viddum.

Skilgreining 18.2.1 Latum a € R" og skilgreinum §, med

(18.2.1) da(p) = p(a),

bar sem ¢ er samfellt { einhverri grennd um a. Vid getum litid & d, sem linulega vérpun C(X) — C
4 sérhverju opnu hlutmengi X { R” sem inniheldur a. Vérpunin §, nefnist d-fall Diracs i punktinum
a eda Dirac-delta-fall { punktinum a. Ef a = 0, p4 skrifum vid adeins ¢ { stad dp. O

Dirac-fallid §, er oft skilgreint i bokum, sem fallid 4 R” sem uppfyllir

(18.2.2) bu(z) = OO TEE Sa(z) dz = 1.
0, T # a, R™

Alveg eins og 1 einvida tilfellinu fa pessi skilyrdi ekki stadist steerdfraedilega, pvi fall sem skilgreint
er med fyrri formulunni hefur heildi jafnt 0, sem stangast 4 vid sidara skilyrdid. Pess vegna er §-fall
ekki fall { venjulegum skilningi og vid verdum ad notast vid skilgreininguna 18.2.1. Hins vegar er
gott ad muna eftir skilyrdunum (18.2.2) begar verid er ad framkveema og tulka utreikninga.
Hugtakid dreififall er skilgreint eins og { einvida tilfellinu, en 4dur en vid getum sett skilgrein-
inguna fram burfum vid ad innleida nokkur ny hugtdk. Ef ¢ er samfellt fall & opnu hlutmengi X
i R”, b4 nefnist minnsta lokada mengi sem inniheldur {z € X; p(z) # 0} stod fallsins ¢ og han er
taknud med supp . Hlutmengi af R" sem er badi lokad og takmarkad er sagt vera pjappad. Vid
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latum CF(X), bar sem 0 < k < oo, tdkna mengi allra k sinnum samfellt deildanlegra falla 4 R"
sem hafa bjappada stod i X. Petta er linulegt hlutram { C¥(R"). Rumid C$°(X) er oft taknad med
D(X) og stok bess eru oft nefnd prdfunarfoll.

N4 skulum vid lita & fall f sem er heildanlegt & sérhverju pjoppudu hlutmengi af X. Pad
skilgreinir 4 edlilegan hatt linulega vorpun

(18.2.3) wp CP(X) = € uple) = /X F(z)o(s) ds.

Athugid ad einungis er heildad yfir bjappad hlutmengi af X, bvi sérhvert fall ¢ i C§°(X) er 0 alls
stadar nema & pjoppudu hlutmengi. Ef vid skilgreinum margfeldid f(x)p(z) sem 0 fyrir utan supp ¢,
bé breytist heildid ekki b6 vid skrifum [p, fstad [. Na kemur skilgreiningin ¢breytt fra einvida
tilfellinu:

Skilgreining 18.2.2 Litum X vera opid hlutmengi af R”. Linuleg vérpun
u:CP(X)—>C

nefnist dreififall & X ef hun er samfelld i peim skilningi ad

(18.2.4) u(p;) = u(p), Jj — +oo,

fyrir sérhverja runu ¢; { C§°(X), bar sem follin ¢, hafa 6ll stod { sama bjappada hlutmenginu K
i X og um sérhvern hlutafleiduvirkja 0 gildir ad 0“p; — 0%p 1 jofnum meeli 4 R*. Mengi allra
dreififalla & X taknum vid med D'(X). Vid skrifum einnig (u, ) { stadinn fyrir u(yp). O

Dirac-foll koma oft fyrir sem veik markgildi af f6llum, par sem hugtakid veik samleitni er skil-
greint eins og { einni vidd:

Skilgreining 18.2.3 Latum u; vera runu i D'(X). Vid segjum ad u; stefni 4 u € D'(X), og tdknum
pad med u; — u og lim;_, o uj = u, ef

(18.2.5) lim u;(p) = u(p), @ € C°(X).

j—+o0

Ef 61l dreifif6llin u; eru af gerdinni uy;, par sem f; er heildanlegt & sérhverju pjoppudu hlutmengi
af X, b4 segjum vid ad f; stefni & u 7 veikum skilningi eda ad f; stefni d u 7 skilningi dreififalla.
Petta pyodir ad

(18.2.6) A fi(@)p(z)de — u(p), ¢ € C(X),
og vid tdknum pessa samleitni einnig med f; — u og lim;_, 1 fj = u. O

Ef u. eru dreififoll sem had eru breytunni € € R b4 skilgreinum vid lim,_,¢ u, med hlidsteedum
heetti. Sama er ad segja um limy_, o u; ef uy eru dreififéll sem héd eru samfelldu breytunni ¢.

Setning 18.2.4 Ef f. — §y, pa gildir
1i_1>r(1)f5*<p(w) = ¢(z), e CP(R"), zeR".
€

O
Sonnun: Vid tékum ¢ € C§°(R™) og skilgreinum 1, (y) = ¢(z —y). P4 gildir
fex () = - fel@ —y)oly) dy = . feW)p(z —y)dy
= Jen fe W)z (y) dy = 2(0) = ().
|

Audvelt er ad finna f6ll sem stefna & 0-fll 1 veikum skilningi:
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Setning 18.2.5 Latum f vera heildanlegt fall 4 R med heildi jafnt 1 og setjum f.(z) = e~ " f(z/¢).
b4 stefnir f. 4 &g 1 veikum skilningi ef € — 0. O

Sonnun: Ef ¢ er takmarkad samfellt fall 4 R™, b4 er
flayels)da = [

Rn n

> 0(0) [ £y = p(0) = do(e).

e "f(z/e)p(z) dv = . fw)e(ey) dy

Synidaemi 18.2.6 (Varmaleidnikjarninn). 1 grein 16.2 sdum vid hvernig varmaleidnijafnan dyu —
kAu = f er leyst &4 R® x Ry med upphafsgildum u(z,0) = ¢(z) fyrir z € R". Par fengum vid ad
lausnin er gefin med f6ldun u(z,t) = Eyx ¢ + E * f, bar sem E tédknar varmaleidnikjarnann.

E(z,t) = Ey(z) = H(t) (4rkt) "Pe @ /4t g R, (x,1) £ (0,0).

Vid sjgum nd ad ef vid tokum f(z) = (4n) 2 o—a?/4 og setjum & = v/kt, b4 gefur setning 18.2.5
ad
E; — b, t—>0+.

O

Synidaemi 18.2.7 (Poisson-kjarninn d efra hdlfplaninu). Annad ahugavert val 4 follum sem
stefna & d-fallid er Poisson-kjarninn fyrir efra halfplanid, sem kom fyrir { lausnarformilunni fyrir
Dirichlet-verkefnid & efra halfplaninu i grein 17.4,

Pa, (o)) = coaoay @) ERA{0,0))

Ef vid setjum ni f(z) = 1/m(z?+1), b4 uppfyllir f skilyrdin { setningu 18.2.5 og f.(z) = Pu, (=, ).
Par med faum vio
Pp, (y) =0, y—0+.

Sntium okkur nii ad edlisfraedilegum likénum, par sem §-f6ll koma fyrir 4 nattirulegan hatt:

Synidaemi 18.2.8 (Massapéttleiki, pyngdarmeetti). Litum & hlut med massa M i prividu rami 4
takmorkudu sveedi K og latum p vera massabéttleika hans. P4 er p(z) = 0 ef z = (z1,22,23) € K
og massi hlutarins er

M= /K olz) dz.

Hugsum okkur nt ad a sé punktur i K og ad massinn skreppi saman bpannig ad 6gn { punkti x flyst

yfir i punktinn y = T.(z) = a + e(z — a).
/9\
e K

Mynd 18.1. Vérpunin 7.
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Massabéttleiki hinnar nyju massadreifingar { K, = {y =a+¢e(z —a);z € K} er

0:(y) = e *ola+ (y —a)/e).

Athugid ad studullinn £~3 er til kominn vegna bess ad vorpunin 7. breytir rammali { hlutfallinu &3

og andhvefa hennar breytir rammali i hlutfallinu ¢~3. Nt fAum vid ad
/ 0:(y) dy:/ e 30(a+ (y—a)/e) dyz/ o(z)dr = M,
R3 R3 R3

/ 0:(v)p(y) dy = / e%0(a + (y — a) /) ply) dy
R3

R3

- / o(@)p(a+ ez — ) dz — p(a) / o(z) dz = M6, (p).
R3 R3

Pessi utreikningur segir okkur ad massapéttleikinn o, stefni 4 MJ, i veikum skilningi. Vid talkum
bvi §, sem massapéttleika einingarpunktmassa { punktinum a.

Litum nu 4 pyngdarmeettid u. sem massinn skapar i raminu. Samkveemt pyngdarlogmali Newt-
ons er pad gefid med formalunni

(18.2.7) ue(z) = —G/K o) dy,

pbar sem G tdknar pyngdarfastann. Vid getum skrifad pessa formulu sem féldunarheildi

(18.2.8) us(z) = G(E * o) (z),
bar sem
(18.2.9) E(z) z € R\ {(0,0,0)},

B 4r|z|’
tdknar Newton-meettid. Ef vid latum € — 0, pa faum vid

-GM

18.2.1 _—
(18.2.10) ue(z) — e

=GME(z — a).

Vid getum Dbvi litid 4 Newton-meettid sem byngdarmeettid, sem punktmassi M = 1/G i upp-
hafspunkti skapar i raminu. O

Synidesemi 18.2.9 (Hledslupéttleiki, rafstodumeetts). Nu skulum vid lita 4 fallid ¢ { sidasta deemi

sem hledslupéttleika i K med heildarhledsluna (). Med ndkveemlega somu rokum og 4dur faum vid

béa ad 0. = Qd,. Vid tilkum pvi §, sem hledslupéttleika einingarpunkthledslu i punktinum a.
Meetti rafstodusvidsins sem hledsludreifingin skapar { riminu er gefin med

1 1
(18.2.11) ue(z) = — _ecly) dy = ——E * o:(z),
€ JK. dm|r — y| €0

par sem FE tdknar Newton-meettid eins og adur og € er rafsvorunarstudullinn { témardmi. Ef vid
latum ¢ — 0, pa faum vid
1
ue(z) — C A S —QE(.’II —a).
€ 4|z —al €0
Vid sjaum pvi ad E er rafst6dumaettid sem neikvaed hledsla med styrk €y { upphafspunkti hnitakerf-
isins skapar i riminu. I rafstodufreedi kallast —E(x) = 1/4x|z| Coulomb-metti. O
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18.3 Veikar afleidur og grunnlausnir

Latum nt f € C1(R™) og litum 4 dreififallid up, ;- Med pvi ad hlutheilda med tilliti til breytistaerd-
arinnar x;, b4 faum viod

w,s(0) = [ 0if(@hpla)dz = | [(@)dypla)dz = —us(0y9)

Nt er ljost ad ¢ — —uy(d;yp) er linuleg vérpun og ad hin skilgreinir dreififall. Ef f € CF(R™), ba
faum vid med itrekadri hlutheildun ad

(18.3.1) uga £ (p) = (=1)%u(8%).
Pessa formulu leggjum vid til grundvallar & skilgreiningu 4 afleidum dreififalla:

Skilgreining 18.3.1 Latum u vera dreififall 4 opnu hlutmengi X i R™. P4 er hlutafleida bess 0;u
skilgreind med

(18.3.2) djulp) = —u(9jp), ¢ €5 (X),
og fyrir sérhvert fjolnumer « skilgreinum vid afleiduna d%u af u sem dreififallid
0*u(p) = (-1)u(0%9), ¢ € CF(X).

Ef u = uy, bar sem fallid f er heildanlegt & sérhverju bjéppudu hlutmengi af X, pba nefnist 0% (uy)
vetka o hlutafleidan af f eda « hlutafleida f 7 skilningi dreififalla og vid skrifum ba 0%f 1 stad
0%(uy), begar ekki er um ad villast ad att er vid veiku hlutafleiduna. O

Eins og fram hefur komid, b4 er veika « hlutafleidan af f € C¥(X) ekkert annad en dreififallid
sem 0°f skilgreinir, b.e.a.s.

0%(uf) = ugay,

og pvi getum vid litid & hlutafleidur dreififalla sem alhzefingu 4 afleidum venjulegra falla.
Vid skilgreinum sidan hlutafleiduvirkjann 0%, en hann athlutar dreififallinu v hlutafleidunni 0%u.
I framhaldi af pvi getum vid sidan skilgreint linulega hlutafleiduvirkja

(18.3.3) PO)= ) and"

laf<m
og myndad afleidujofnur fyrir dreifif6ll
(18.3.4) P(O)u = f,

bar sem f er gefid dreififall. Studlarnir a, geta stadid fyrir tvinntolur eda jafnvel f6ll i C*°(X).
Dreififallalausn eda veik lausn er sidan u € D'(X) sem uppfyllir jé6fnuna.

Synidaemi 18.3.2 (Veikar lausnir bylgjujofnunnar). 1 grein 15.2 sdum vid ad lausn & bylgjujofn-
unni 82 — c202u = 0 4 R? er af gerdinni

(18.3.5) u(z,t) = f(z +ct) + g(z — ct)

og til bess ad stadfesta ad petta sé lausn pa parf ad gera rad fyrir ad follin f og g séu tvisvar samfellt
deildanleg. Pad kemur i 1jos ad bylgjujafnan er uppfyllt { veikum skilningi fyrir u af gerdinni (18.3.5),
ef vi0 gerum einungis rdd fyrir ad follin f og g séu heildanleg 4 takmoérkudum bilum. Vid skulum
na stadfesta ad petta sé rétt.
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Veika afleidan af u er gefin med
((0F = 07)u, ) = (u, (8] — c*7) )
+o0 +o0
= / / (f(z+ct) + g(z — ct)) (07 — ¢*02) p(x, t) dzdt,

bar sem ¢ € C$°(R?). Nu skiptum vid yfir { kennihnit eins og i (15.2.4) og (15.2.5) og setjum
PY(&n) = p(z,t). Paer (0F — 202)p(z,t) = —4c?0:0p (€, n) samkveemt (15.2.6). Jacobi-dkveda
hnitaskiptanna (¢,7n) — (z,t) er —1/2¢ og bar med er

+0o +o00 1
((0F = 87)u, p) = /_ /_ (£() + g(m) (= 40Oy (€,m) - dédn
+oo

“+o0o
Y /_ £(6) / B0t (€,m) dip de

—+00 —I—;ooO
2 [ gt [ ocdypienydgan~o.

Athugid ad hér héfum vid notfert okkur ad 9 er 0 fyrir utan takmarkad mengi og bvi er

+o00 N—+00

/ OnOctp(&,m) dn = [%M&m)] =0,
+oo Z—H‘OO

/_ Bedy (€, m) d = [t%w(&n)] =

A mynd 15.1 er atbreidslu bylgju lyst. Pad eru brot i ferlinum, en pad kemur ekki ad sok, pvi vid
tokum lausn { veikum skilningi. O

Skilgreining 18.3.3 Latum P(9) vera afleiduvirkja med fastastudla. Dreififall E sem uppfyllir
jofnuna

(18.3.6) PO)E =4
nefnist grunnlausn afleiduvirkjans P(0). O

Grunnlausnir hlutafleiduvirkja eru mjég mikilveegar vegna bess ad med peim er heaegt ad dkvarda
sérlausnir. Til bess ad sja pad skulum vid athuga ad ef ¢ € C§°(R"), ba er

0*u(ip) = (0%u, ) = (=1) *(u, %) = (u, (~0)*¢)

og bar med er

(PO)u, @) = (D aad®u,0) = (u, Y an(—0)"p) = (u, P(~0)p).

Athugum nu a0 fyrir fall F', sem er heildanlegt 4 bjoppudum hlutmengjum { R” er foldunin F * ¢
vel skilgreind ef ¢ € C§°(R") med formulunni

Fxop(r) = - F(y)p(z —y) dy

og greinilegt er ad F x p € C*°(R™), bvi vid megum taka afleidur med tilliti til  undir heildid. Vid
faum pa

PO F o) = | F)P@:)ele—y)dy

= | F(y)P(—0y)p(z —y) dy

= (ur, P(=0)p(z = ))
= (P(0)ur, p(z — ).
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Hér taknar P(—0)¢(x — -) ad hlutafleiduvirkinn P(—9) er latinn verka & p(z — y) med tilliti til y.
Ef dreififallid E = up er grunnlausn hlutafleiduvirkjans P(9), b4 faum vid

PO) F x ¢(z) = (P(O)ur, p(z —-)) = (3, 0(z —-)) = o(z).
Par med er u = F x @ lausn 4 hlidrudu jéfnunni P(0)u = ¢.

Skilgreining 18.3.4 Ef u € D'(R") og ¢ € C§(R™), ba skilgreinum vid f6ldun u og ¢ med
formualunni

(18.3.7) ux p(x) = u(p(z =) = (u, p(z —)).

O

Pad er ekki erfitt ad syna fram & ad u * ¢ € C°(R"). Ef E € D'(R") er grunnlausn hlutafleidu-
virkjans P(9), b4 er u = E # @ sérlausn jofnunnar P(Q)u = . Pegar eiginleikar grunnlausnarinnar
E eru bekktir ba er oft haegt ad skipta & fallinu ¢ og falli f sem er ekki eins oft deildanlegt og ¢ og
jafnvel ekki med bjappada stod, pannig ad u = E * f sé vel skilgreind lausn & P(Q)u = f.

18.4 Grunnlausn bylgjuvirkjans

I setningu 15.5.1 er ad finna lausn einvidu bylgjujofnunnar 62 — c202u = f med upphafsskilyrdum

u(z,0) = ¢(z) og du(z,0) = 1p(z). Han er gefin med d’Alembert-formtlunni
u(z,t) = O (Fy * @) (z) + Ey xy(z) + E * f(z,1),
bar sem fallid F er gefid med

1/2¢, |z| <et,

(18.4.1) B(z,t) = %H(Ct —o)H(ct+z) = {0 x| > ct.

Petta fall reynist vera grunnlausn bylgjuvirkjans. Til bess a0 stadfesta pad, purfum vid ad syna ad
(9 — PR)E, ) = (E, (3] — *8;)9) = ¢(0,0), ¢ € CF(R?).

Vid notum nii sama rithatt og i grein 15.2, skiptum yfir { kennihnit og faum b4 4 sama hétt og {
synideemi 18.3.2

+o0o +oo
(87 — PO2)E, ) / / iH ct —z)H(ct + z) (07 — *02)p(z, t) dzdt

too oo 1, 9 1
/ / H (&) (—4c"0¢0yp(&, ) 5 d&dn

:_/—oo(/o O¢Opp (&, n)d€>dn

0
- /_ Byp(0,1m) dny = (0,0) = (0,0).

18.5 Grunnlausn varmaleidnivirkjans

Varmaleionikjarninn F reynist vera grunnlausn varmaleidnijéfnunnar. Vid skulum syna fram 4 pad
i tilfellinu n = 1. Tilfellid n > 1 gengur nanast eins fyrir sig. Til pess burfum vid ad syna ad

(185.1) (8 —k02)E, ) = (B, (- 8, — 502)p) = 9(0,0), 9 € CER).
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Vid athugum ad E(z,t) =0 ef t <0, svo

+oo  p+o0
(18.5.2) (8 — k) B, ) = lim /_ Bz, t)( - dyp(a, 1) — k(. 1)) dudt.

e—0+ /.

Ef z er haldid fostu og heildad er med tilliti til ¢, pa feest

+00 +oo

(18.5.3) E(z,t)(— Owp(z,t)) dt = — [E(x, t)o(z, t)}

£

+o00
+ / O E(z,t)p(z,t) dt.

£

N skulum vid halda t fostu og hlutheilda med tilliti til z tvisvar sinnum. Fyrst ¢ = 0 fyrir utan
takmarkad mengi, b4 er

+00 +o0
(18.5.4) E(z,t)02¢p(z,t) dz = / O2E(z,t)p(z,t) dz.

— 00 —00
Nu notfeerum vid okkur (18.5.3) og (18.5.4) i (18.5.2) og faum ba

(8, — w2 E, ) = lim ( / " B, e)ola, ¢) di

£—0+ — 0

+/E+oo/:’° (at_/gag)E($,t)<p(x,t)d$dt>

+o0 1

= lim —e
=0+ ( —o VAmke
Hér hofum vid notfeert okkur ad E er lausn & varmaleidnijofnunni ef £ > 0. Nu skiptum vid um

breytisteerd og faum ad lokum

*‘”2/4“(,0(30, €) dx) .

400
(o= wo2) o) = im [ eV p(ViRey.c) dy = 4(0.0)

e—0+ — oo

18.6 Grunnlausn Laplace-virkjans

Nt snaum vid okkur ad Laplace-virkjanum. I ttreikningum okkar & Green-follum i grein 17.7,
gegndi fallid E, sem skilgreint er med

1
—In|z|, ze€R"\{0}, n=2,
™

18.6.1 E(z) ={ 27
(186.1) (=) ey FEEAOL =3

lykilhlutverki. Pad reynist vera grunnlausn Laplace-virkjans. Vid byrjum & tilfellinu n = 2. At-
hugum ad formulan yfir Laplace-virkjann i pélhnitum i vidauka D gefur ad fyrir foll v af gerdinni

v(z1,m2) = g(r) er

a0 =5 (v0,(0) 433 ) o) = Lo/ ).

r

svo bad er greinilegt ad AE = 0 4 R2\ {(0,0)}. Til bess ad stadfesta ad E sé grunnlausn, pa purfum
vid ad sanna ad

(18.6.2) (AE,p) = (B, Ap) = d(p) = 9(0,0), ¢ € CPR).

Vid snium bessari formulu yfir i p6lhnit og setjum 1 (r, 8) = ¢(r cos @, rsinf). P4 faum vid ad

1 2m  poo 1 1
AE,p) = (E,Ap) = — Inr| =0, (rd) + =07 )
(AE, ) = (E,Ayp) 9 /0 /0 HT[TB (rory) r289¢ rdrdf
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Fallid 1 er 2w-lotubundid i € og bvi er heildid af seinni lidnum 0. Vid héfum einnig ad (r,0) = 0,
ef r er négu stort, og pvi faum vid med hlutheildun

2 [es)
(B, Ayp) = i/ / (Inr)o, (royp) drdd
27T 0 0
1 2T

=5 ; ([(lnr)rarzp]o —/0 8,«’(Pd?">d9

1 [ 1 27
=5 [ ¥(0,0)d0 = w(o,o)%/o db = (0, 0).

I tilfellinu n = 3 er E gefid med formulunni

-1
(18.6.3) E@)=,—, r=lal =€ R\ {0}.
Til bess ad syna fram & ad betta sé grunnlausn, b4 sntum vid yfir i kaluhnit og setjum 9 (r, 8, ¢) =

(rsinf cos ¢, r sin @ sin ¢, r cos §). Laplace-virkinn i kaluhnitum er gefinn { vidauka D. Par med er

wso- 2 L[

;[: ( 29, 11)) Oy (51119391/)) 2 Sl 08¢1/)]r sin 0 drdfdd.

1
2sinf

N1 er 9 27-lotubundid sem fall af ¢ og pvi er heildid af sidasta lidnum 0. Vid héfum einnig ad

™

/ %aa(sineaaz/))r? sinf df = [sinH@azp] =0.
o T?siné 0

Eftir stendur pvi

00 27r
(AE, ) _ / / / (r 29, 1) sin 6 drdfd¢
0 0 0

B 1 2w 9 .
=0 A /0 ([;r 8sz]0 +/0 Bﬂ/}d?‘) sin 0 dfd¢

1 T 2w .
_ _W/O /O (0,0, ) sind dodp = (0).

Synidaemi 18.6.1 (Hledslupéttleiki d linu og grunnlausn Laplace-virkjans). I synideemi 18.2.9
sdum vid ad Coulomb-meettid er rafmeetti sem hledsla @ = ¢y { upphafspunktinum skapar { raiminu
R3. Hugsum okkur ni jafna hledsludreifingu gy [C/m]| 4 linu £ { prividu rami og veljum hnitakerfid
bannig ad linan fari gegnum punktinn (£,7n) { planinu R? og standi hornrétt 4 pad. Med svipudum
rokum og { synideemi 18.2.9 getum vid synt fram 4 ad bessi hledsludreifing sé veikt markgildi af
samfelldri hledsludreifingu i sivalningi S, med geislann r umhverfis linuna £, sem skreppur saman
i hledsludreifingu & linunni ef 7 — 0+. Vid faum ba ad hledslupéttleikinn er dreififallid g, og ad
rafmaettid er lausn 4 tvividu Laplace-jofnunni

AV = —(0¢/€0)

Mettid er par med gefid med

V(z) = —2%EB(z-() = 1n|z—<|

€0

bar sem z = z + iy, { = £ +in € R? = C. Grunnlausnin E(z) = (In|z])/27 er bvi sjalf rafstodu-
meettid sem linuhledslan af styrk —ep & linunni gegnum ¢ = 0 skapar { raminu. O
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Synidaemi 18.6.2 (Green-foll 7 rafstooufredi). Latum X vera takmarkad sveedi { prividu rami
og gerum rad fyrir ad jadar pess sé ar leidandi efni. Ef punkthledsla @) er stadsett { punktinum £ i
X bé skapast rafmeetti u { svaedinu X sem uppfyllir —eAu = Qd¢, bvi hledslubéttleikinn er Qde¢, og
u er ndll & jadrinum. Ef vid gefum okkur ad til sé Green-fall 4 svaedinu X, b uppfyllir fallio

z = IU("I") = G(;E,f) = E(I _é‘) +wX(‘Ta£)
jofnuna Av = d¢ og v er nill 4 jadrinum. Par med segir 6tvireednisetningin fyrir Dirichlet-verkefnio

a0
u(z) = —%G(x,f), z € X.



