Kafli 1

NOKKUR UNDIRSTODUATRIDPI UM
AFLEIDUJOFNUR

Samantekt. Afleidujéfnur eru ein audugasta og fjolbreytilegasta grein steerdfreedinnar sem snert-
ir 6talmoérg svid raunvisinda og taekni. Peer koma fyrir { steerdfraedilegum likdnum af fyrirbserum
i umhverfi okkar. Pad & jafnt vid0 um nattaruleg fyrirbaeri og pau sem gerd eru af manna hénd-
um. Margar afleidujofnur eru leiddar 4t fra edlisfraeedilegum 16gmélum, t.d. 60ru 16gmali Newtons,
16gmalinu um vardveislu orku, 16gmalinu um vardveislu skridpunga eda 16gmalinu um vardveislu
hledslu. Pessum kafla er setlad ad vera inngangur ad afleidujofnum. Vid byrjum & pvi ad innleida
rithatt fyrir afleidujéfnur og kynnast nokkrum steerdfraedilegum likonum af edlisfraedilegum fyrir-
berum. Vid fjollum sidan um upphafsgildisverkefni, jadargildisverkefni og eigingildisverkefni. Vid
ljukum svo kaflanum med pvi ad fjalla um tilvist og 6tviraedni lausna & afleidujofnuhneppum. Vid
sonnum tilvistarsetningu fyrir fyrsta stigs hneppi 4 stadalformi, sem kennd er vid Picard.

1.1 Skilgreining 4 nokkrum hugtokum

Afleidujafna er jafna sem lysir sambandi milli fallgilda 6pekkts falls og gilda & einstékum afleidum
bess. Ef 6pekkta fallid er h4d einni breytisteerd, pa kallast jafnan venjuleg afleidujafna , en ef bad er
h4d fleiri en einni breytisteerd, ba kallast hin hlutafleidujafna. Venjulega afleidujofnu er alltaf haegt
a0 umrita yfir { jafngilda jofnu af gerdinni

(1.1.1) F(tu,u,u”,. ., u™) =0

par sem vid hugsum okkur ad ¢ sé breytisteerd, sem tekur gildi i einhverju hlutmengi A af R og ad
u sé 6pekkt fall sem skilgreint er 4 A og tekur gildi i R, C eda jafnvel R™. Urlausn jéfnunnar felst
i bvi a0 finna opid bil I C A og 6l f6ll 4 bannig ad vigurinn

(1.1.2) (t,u(t), ' (t),...,u™ (1))
sé i skilgreiningarmengi fallsins F' og uppfylli jéfnuna
(1.1.3) Ft,u(t), v (t),u"(®),...,u™ @) =0, tel.

Vid segjum ba ad fallid w sé lausn 4 jofnunni (1.1.1). Stig afleidujofnu er heesta stig 4 afleidu, sem
kemur fyrir { jofnunni. Vid segjum ad m-ta stigs afleidujafnan (1.1.1) sé & stadalformi begar hiin
hefur verid umritud yfir i jafngilda jofnu af taginu

(1.1.4) w™ = Gt,u, ..., u™Y).
Afleidujafna af gerdinni
(1.1.5) am ()™ + a1 ()u™D 44 ay (DY + ao(B)u = f(2),
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2 KAFLI 1. NOKKUR UNDIRSTOPUATRIPI UM AFLEIDUJOFNUR

bar sem féllin ay, . . . , @y, f eru skilgreind 4 bili I C R, er s6gd vera linuleg. Astaedan fyrir nafngiftinni
er, a0 vinstri hlidin skilgreinir linulega vorpun

L:C™1I) — C(I),
Lu(t) = am (0)u'™ () 4+ am_1 @)™ D (@) 4+ - - - 4+ a1 ()’ () + ao(t)u(t),

ef ag,...,a, € C(I). Hér taknar C™(I) linulegt ram allra m sinnum samfellt deildanlegra falla &
I og C(I) taknar ram allra samfelldra falla & 1. Vid segjum ad linulega jafnan (1.1.5) sé éhliorud
ef f er nullfallid. Annars segjum vid ad hun sé hlidrud. I vidauka A er rithatturinn sem vid notum
skilgreindur.

Erfitt er ad lysa hlutafleidujéfnum med almennum haetti eins og i (1.1.1), en sem dsemi um
hlutafleidujofnur getum vid tekid

Opu +i0yu = 0, (Cauchy—Riemann—jafna ),
O2u + 3§u =0, (Laplace—jafna),

Opu — K(02u + 6§u + 0%u) = f(z,y,2,1), (varmaleionijafna),

O%u — 2 (0%u + agu + 0%u) = f(z,y,2,1), (bylgjujafna).

Pad eru margvislegar spurningar sem menn leita svara vid pegar afleidujofnur eru leystar. Edli-
lega fjallar fyrsta spurningin um tilvist 4 lausn. Ef henni er svarad jatandi er edlilegt ad spyrja naest
med hvada skilyrdum lausn sé otvirett dkvordud og sidan hvernig akvarda megi lausnir og finna
nalganir 4 peim. Til pess ad utskyra petta skulum vid lita 4 einféldustu afleidujéfnu sem hugsast
getur

u' = 0.

Vid vitum ad oll fastafoll, u(t) = ¢, t € R, uppfylla bessa jofnu og ad sérhver lausn er fastafall.
Spurningunni um tilvist er pvi svarad jatandi, en spurningunni um 6tvirsedni er svarad neitandi,
bvi vid hofum éendanlega margar lausnir. Litum & adeins floknara deemi, nefnilega jofnuna

(1.1.6) u = f,

bar sem vid hugsum okkur ad fallid f sé samfellt & bilinu I C R. Undirstddusetning staerdfraedigrein-
ingarinnar segir okkur ad sérhvert stofnfall f sé lausn. Jafnframt vitum vid ad mismunur tveggja
stofnfalla er fastafall og pvi er sérhver lausn af gerdinni

t
(1.1.7) u(t) = b+/ f(r)ydr, tacl

a
Ef vid setjum nu pad skilyrdi ad lausnin eigi a0 taka dkvedid gildi b { punktinum a € I,
(1.1.8) u' = f(t), u(a) = b,

b4 feest 6tvireett 4kvordud lausn og hun er sett fram med formalunni (1.1.7).

Hreyfijofnur afifreedinnar gefa morg deemi um afleidujofnur. Vio skulum rifja upp annad 16mél
Newtons 4dur en vid tokum slik deemi. Hugsum okkur ad hlutur med massa m sé 4 hreyfingu og ad
stadsetning hans sem fall af tima ¢ i einhverju hnitakerfi sé gefin med stadarvigrinum 7(¢). Hradann
4 tfmanum ¢ taknum vid med ¥(t) = 7'(t) og hr6dun hans med a(t) = ¥'(t) = 7¥"(¢). Annad logmal
Newtons segir ad
(1.1.9) mi =F,
par sem F taknar summu allra krafta sem verka & hlutinn. Kraftarnir geta verid hadir tima,
stadsetningu og hrada, F' = F(t,,¥), bannig ad (1.1.9) er i raun annars stigs afleidujéfnuhneppi,

(1.1.10) m7"(t) = F(t,7(t), 7' (t)),

bar sem hnitin brja { vigrinum 7 = (z,y, z) eru 6pekkt foll af ¢.
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Synidaemi 1.1.1 (Logmdl Hookes; deyfo sveifla). Litum & massa sem festur er

; k — vid gorm og hreyfist niningslaust eftir linu. Hugsum okkur ad hnitakerfid

_@m_ml | sé valid pannig & linunni ad x tékni feerslu massans fré jafnveegisstoou,

? L z > 0 ef gormurinn er teygdur og x < 0 ef honum er pryst saman. Pegar
| — : ~ <

(i x  gormurinn er teygdur eda honum er pryst saman, pi verkar hann med

Mynd 1.1 krafti f 4 massann. Logmal Hookes segir ad krafturinn sé { réttu hlutfalli
vi0 feersluna, en ad hann hafi 6fuga stefnu. Petta pydir a0 f = —kzx, par
sem k > 0 nefnist fjadurstudull gormsins. N4 litum vid 4 annad 16gmal

Newtons. Fyrst massinn feerist eftir linu, sem vid veljum sem z-as, ba er y(t) = 2z(t) = 0 fyrir 6ll ¢,

svo fyrsta hnitid i vigurjéfnunni (1.1.10) verdur hreyfijafna massans

(1.1.11) mz" = —kz.
k L N1 skulum vid lita & hlut med massann m sem er tengdur vid gorm
00000 —+mi [f(?) og hoggdeyfi. Pad er yfirleitt g6d0 nélgun ad gera rad fyrir pvi ad
' : : krafturinn, sem verkar fra hoggdeyfinum & hlutinn sé { réttu hlutfalli
¢ - vid hrada hlutarins og ad hann sé { 6fuga stefnu vid hradann. Petta
x(t) L bydir ad krafturinn er —cz'(t), bar sem ¢ > 0. Vid kollum fastann ¢
Mynd 1.2 deyfingarstudul hoggdeyfisins. Vid skulum einnig hugsa okkur ad &
massann verki ytri kraftur f(¢). Annad 16gmal Newtons segir ba ad
mz" = —kz — ¢z’ + f(t) og vid fAum annars stigs afleidujéfnu fyrir =
(1.1.12) mz" + cx' + kx = f(t).
O

Petta deemi 4 sér hlidstaedu i rafsegulfraedi:

Synideemi 1.1.2 ( RLC-rds). Litum & rafras sem samanstendur af spennugjafa med frumspenn-
una e(t), vidnami R, spolu med spanstudul L og bétti med rymdina C. Hlutar rasarinnar eru tengdir
saman eins og myndin synir.

R Vid latum 4(¢) takna strauminn i rasinni og ¢(¢) takna hledslu péttisins sem f6ll af
tima ¢. Vardveisla orkunnar er sett fram { spennulogmdli Kirchhoffs, en bad segir
e(t) a0 frumspennan sé jofn summunni af spennumuni yfir einstaka hluta rasarinnar.

Spennumunurinn yfir vidnamid er Ri(t), spennumunurinn yfir spéluna er Li'(t)
¢ og spennumunurinn yfir péttinn er C~1g(t). Vid héfum pvi

Mynd 1.3 Ri(t) + Li'(t) + C 'q(t) = e(t).

Vid deildum pessa jéfnu, notfeerum okkur ad ¢ = i og faum annars stigs jofnuna
(1.1.13) Li" + Ri' + CYi = €/ (¢).
Vid sjaum ad betta er sama jafnan og (1.1.12). O

Synidesemi 1.1.3 (Pendill). Litum & kulu med massa m sem hangir { stong

I af lengd ! og gerum rad fyrir ad massi stangarinnar sé hverfandi midad
vid massa kdlunnar. Stongin er fest ad ofanverdu pannig ad massinn
sveiflist 4n nunings. Vid tdknum tutslagshornid sem fall af tima ¢t med
6(t) eins og myndin synir. Hornhradinn er #'(t), brautarhradinn er [6'(t)
og brautarhrédunin er [6”(t). Kraftarnir sem verka 4 kaluna eru annars
vegar togkrafturinn { stonginni og hins vegar pyngdarkrafturinn mg 160-
rétt nidur. Summa bessara krafta er —mgsiné(¢) i stefnu snertilsins vid
brautina, svo annad 16gmal Newtons gefur okkur hreyfijofnu pendulsins

Mynd 1.4
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(1.1.14) mlf" = —mgsin6.
Vid getum stytt Gt massann og faum ad lokum jéfnuna
0"+ 9 sin6 = 0.

Petta er annars stigs afleidujafna, en hin er ekki linuleg, pvi sinus er

_ _ _ N\, ekki linulegt fall. Ef utslagido 6(¢) er litid, b4 er haegt nalga sinf =

[ —1lcosf(t) Iﬁ 7 6 —6%/3'+--- med fyrsta lidnum i Taylor-rédinni og bé faest linuleg
DU annars stigs jafna

Mynd 1.5 (1.1.15) ¢ +26=o.

Heegt er ad syna fram 4 ad lausnir (1.1.15) séu goédar nalganir 4 lausnum (1.1.14) ef utslagid er litid.
Hreyfijofnuna (1.1.14) er einnig heegt ad leida ut med pvi ad ganga ut fra vardveislu orkunnar. Eins
og 4dur segir, ba er hradi kilunnar vid timann ¢ jafn 16'(t) og bvi er hreyfiorka ktlunnar 1m(16')%.
Stoduorkan { pyngdarsvidinu er mg(l — [ cos 8). Ef gengid er ut fra pvi ad heildarorkan

E= %m(l@')2 +mg(l — I cos )

sé fasti, ba feest (1.1.14) med bvi ad deilda bessa jofnu. O

Afingardsemi
1. Hefur jafnan tu' = u med skilyrdinu 4(0) = 0 6tviraett akvardada lausn 4 R?
2. Synid ad fyrir sérhvert a > 0 sé fallid u, sem skilgreint er med

3, t <0,

ua(t) = {0, 0<t<a,

(t—a)®, t>a,
i C'(R) og jafnframt ad pad sé lausn & verkefninu v’ = 3u?/?, u(—1) = —1.
[Petta er deemi um upphafsgildisverkefni, sem hefur 6endanlega margar lausnir.|

3. Finnid afleidujofnur sem follin u uppfylla ut fra eiginleikunum sem gefnir eru og leysid peer
sidan:

a) Snertilinan vid grafid af w i punktinum (z,u(z)) sker z-asinn i (z/2,0).

b) Sérhver bein lina sem sker graf u undir réttu horni inniheldur punktinn (0, 1).

c) Graf fallsins u er hornrétt 4 sérhvern feril af gerdinni y = k + 22, k € R.

d) Snertilinan i punktinum (z,u(z)) inniheldur punktinn (—u(z),z).

1.2 Fyrsta stigs jofnur
Fyrsta stigs linuleg afleidujafna er af gerdinni

(1.2.1) a1 (t)u' +ao(t)u = f(t).

Vid skulum rifja upp adferdina til ad leysa pessa jofnu i pvi tilfelli ad studlarnir eru samfelld foll
4 einhverju bili I og ad ai(t) # 0 fyrir 61l t € I. Med bvi ad deila { gegnum j6fnuna med a1 (t), ba
getum vid gert rad fyrir pvi ad a1 sé fastafallid 1 og vid setlum pvi ad leysa

v+ ao(t)u = f(t).
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Adferdin gengur ut 4 ad skilgreina A sem eitthvert stofnfall ay,
t
A(t)=c+/ ao(7) dr, t,a €1,
a

og athuga ad ef u er lausn, pa gildir

(A Ou(t) = A0 1) + aolt)u(t) = O 1 1),

Af bessari jéfnu leidir sidan ad
t
Ay =C + / AT f (1) dr,
a
og par med faest almenna lausnarformilan

t
u(t) = e~ AO(C + / e () dr),
a
par sem C er einhver fasti. Pessi dtreikningur okkar synir ad sérhver lausn & jofnunni hlytur ad
vera af pessari gerd. Nu er hins vegar lauflétt ad syna ad petta er lausn, med pvi ad stinga pessari
formulu inn { afleidujéfnuna. Verkefnid

u +ao(t)u = f(t), u(a) = b,

hefur 6tvirsett dkvardada lausn og hin er fundin med pvi ad velja stofnfallid A pannig ad A(a) =0
og C =0,

(1.2.2) u(t) :e—A(t)(b+/teA(T)f(T) dr),  A() Z/tao(T) dr.

Fyrsta stigs jofnur koma fyrir { einféldum likénum { edlisfraedi og liffraedi:

Synideemi 1.2.1 (Geislavirkni efna). Hugsum okkur ad & tilteknum tima innihaldi dkvedid efni

N(t) frumeindir af dkvedinni geislavirkri samseetu. Nu er N heiltolugilt fall, en vid hugsum okkur

ad vid getum nalgad N med samfellt deildanlegu falli u(t). Hrérnun geislavirku samssetunnar yfir

timabilid [¢,¢ + h] er mismunurinn N (¢ + h) — N(¢). Hann reynist vera { hlutfalli vid N(¢) og h,

N(t+h)— N(t) = —kN(t)h ef h er nogu 1itid. Ef vid gefum okkur ad sama gildi um fallid u, ba
faum vid jofnuna

. t+h) —u(t)

(1) = tim M) u(t)

fyrir nalgunarfallid. Ef vid setjum einfaldlega N { hlutverk u ba faum vid

N(t)=N(0)e *,  t>o0.

Venjulega reikna menn fastann k at fra helmingunartima T fyrir samsatuna, en pad er si timi
sem bad tekur N(t) ad minnka fra N(0) nidur i £N(0). Fastinn k dkvardast ba it tr jofnunni
N(T) = e *N(0) = L1N(0), k = (In2)/T. Par med foum vid

N(t) = N(@©)2 YT,  t>0.
O

Synidesemi 1.2.2 (Stofnsterd). Allra einfoldustu 1ikon fyrir staerd dyrastofna og mannfjélda eru
kennd vid steerdfraedinginn Malthus og eru fré arinu 1798. Vid gerum rad fyrir ad P(t) takni fjolda
einstaklinga { stofninum og vid hugsum okkur ad P(t) sé samfellt deildanlegt fall af tima, enda
bott bad geti ekki verid annad en heiltolugilt. Vid latum B(t) takna fjolda fedinga i stofninum
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fra timanum t = ty og D(t) fjolda daudsfalla fra ¢t = ;. Vid skilgreinum ut fra pessum steerdum

fedingartioni med
B(t+h) - B(t) _ B'(t)

A 0 N0
og sidan ddnartioni med
o !
5(t) = lim D(t+ h) — D(t) _ D'(t)

h—0 hP(t) P(t)’
Ef vid gerum rad fyrir ad stofninn steekki einungis vid eigin fjélgun, pa faum viod
P'(t) = B'(t) — D'(t) = (B(t) — 8(1))P(2),

en bessi jafna hefur lausnina

P =re [ 6@ -sonar), 1z

to

Ef baedi 8 og ¢ eru fastafoll, pa faum vid
P(t) = P(to)eFt%)  k=8—-6 t>t.

Par sem bessi lausn er 6takmorkud, ef faedingartionin er haerri en danartidnin, pa getur hin ekki 4tt
vi0 nema i takmarkadan tima. Til pess a0 fa lausn sem likir betur eftir pvi sem gerist i raunveru-
leikanum er naudsynlegt ad setja einhverjar skordur & stofnsteerdina inn i forsendur likansins. Vid
vikjum ad pessu i neesta synidsemi. d

Vid segjum ad fyrsta stigs afleidujafna v’ = f(t,u) sé adskiljanleg ef heegt er ad rita fallid f
sem kvota af gerdinni f(¢,z) = g(t)/h(z). Til bess ad leysa jofnuna, pa skrifum vid hana sem
h(u)u' = g(t) og heildum sidan

/ hu(t)) () dt = ¢+ / o(t) dt,
bar sem c er heildunarfasti. Ef vio viljum sidan leysa verkefnid
u' = f(t,u), u(a) = b,

ba veljum vid stofnfall H fyrir A og heildum

u(t) t t
(1.2.3) H(u(t)) — H(b) = /b h(z) dz = / h(u(r))u! () dT = / g(r)dr.

Ef til er grennd um punktinn b par sem fallid H hefur andhverfu, b4 getum vid skrifad lausnina sem
t
(1.2.4) ut) = HEV(HB) + G(), G = / o(r) dr.
a

I atreikningum & venjulegum deemum borgar sig yfirleitt ekki ad reikna ut formalu fyrir Hl=1 og
stinga sidan gildinu H(b) + G(t) inn i b4 formilu eins og lyst er med (1.2.4). Pess i stad er betra ad
leysa u(t) ar jéfnunni (1.2.3).

Synideemi 1.2.3 (Stofn af takmarkadri steerd). Nu skulum vid halda afram med synidemi 1.2.2
og gera rad fyrir pvi ad faedingartidnin sé had stofnstaerdinni pannig ad S(t) = Sy — S1 P(t), bar sem
Bo og B1 eru jakvaedir fastar en ad danartidnin §(t) = dy sé fost. Afleidujafnan fyrir stofnsteerdina
verdur pa

P'(t) = (B(t) = 0(t))P(t) = (Bo — BLP(t) — o) P(t) = k(M — P(t))P(t),
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bar sem k = 81 og M = (8o — do)/P1. Petta er adskiljanleg jafna og vid getum skrifad hana sem

P 1/1 1
[EE e — — Pl - k
P(M — P) M(P+M—P>
Ef vid veljum upphafstimann ¢y = 0, og setjum P(0) = Py, ba faum vid med heildun

Pt) _ B uw
M—Pl) M-B°

In P(t) — In(M — P(t)) = Mkt + c,

Einfalt er ad leysa P(t) ut ur bessari jofnu,

P(t) = M PyeMkt B MP,
(M — PRy) + PoeMkt — Py + (M — Py)e~ Mkt

A bessari formulu sjaum vid ad steerd stofnsins er takmorkud, han er alltaf 4 milli Py og M, og vid
hofum

lim P(t) = M.
t—+o00
O
Py > M A P(t)
M /
Py < M A
i
Mynd 1.6

I bessu synideemi var audvelt ad leysa ut P(t) sem fall af ¢. Ef ekki er gerlegt ad setja lausnina
fram med beinni formulu, ba segjum vid ad hin sé gefin sem f6lgid fall af t. T deeminu um pendalinn
er haegt ad skrifa dtslagshornid sem fo6lgid fall af tima:

Synideemi 1.2.4 (Pendill, framhald). I synideemi 1.1.3 leiddum vid at hreyfijofnuna 6” +
(g/1) sin @ = 0 fyrir utslagshornid #(t). Med bvi ad beita einfoldu bragdi, ma umrita pessa jofnu yfir
i a0skiljanlega fyrsta stigs jzbfnu. Petta bragd er f6lgid i pvi ad margfalda jofnuna med 6’ og athuga
ad 0'0" er afleidan af 3 (8")°. Petta gefur

%(0’)2 = 206" = —(29/1)(sin )6’

Vid veljum hnitin pannig ad #(0) = 0, 6'(0) > 0 og tdknum timann begar hamarksutslagi 6y er fyrst
n4d med tg. Vid hofum ba 0(tg) = 6 og 0'(to) = 0. Par med er

(0'(1))* = (29/1)(cos O(t) — cosbg),  t € [0, o).
Vid getum nu skilid ad breytisteerdirnar 6 og ¢
1= (29/1)"%(cos 6 — cos 00)_1/20',

sem gefur okkur 6(t) sem folgid fall,

8(1)
t= (29/1)_1/2/0 (cos<p — o8 00)71/2 dy, t € [0,to].
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Vid latum T = 4ty tadkna lotu sveiflunnar. Vid héfum pvi

bo
T = 4(2g/1)~1/? / (cos ¢ — cos 00)_1/2 do, t € 10,%o],
0

og sjdum ad lotan og par med sveiflutidnin er einungis had hamarksitslagi, lengd pendulsins og
byngdaghréduninni, en ekki massanum. d

Afingardeemi

1. Finnid almennar lausnir & afleidujéfnunum:
a) zu' +u = 3zu, b) zu' — 3u = 23,

c) (14 z)u' +u=cosz, d)u =2zu+ 3z%exp(z?).

2. Finnid almenna lausn, hugsanlega sem f6lgid fall, 4 afleidujéfnunum.
(x — 1)ud
22 (2u? — u)’

c) u' +1=2u.

a) u = b) u' =142z + u+ zu,

3. Leysid jofnuna «' = ttanwu med upphafsskilyrdinu u(0) = 7/6. Hvert er skilgreiningarmengi
lausnarinnar?

4. a) Synid ad jafna af gerdinni v’ = f(u/t) ummyndist yfir { jafngilda adskiljanlega jéfnu fyrir v,
ef v er skilgreint med v(t) = u(t)/t.

b) Synid ad sérhver lina gegnum (0,0) skeri alla lausnarferla afleidujofnu af gerdinni u' = f(u/t)
undir sama horni.

5. Notid adferdina { deemi 4 til pess ad leysa:
a) 2tuu' —u? =1%t>0. b)tu' =t+u,
c)c 2t%u’ = u? + 12, d) t?u' = u? + tu.

6. Afleidujafnan «' + P(t)u = Q(¢)u™ kallast Bernoulli-jafna. Ef n = 0 eda n = 1, b4 er hin
linuleg. Synid ad innsetningin v(¢) = «(¢)'~" ummyndi hana yfir { linulega jofnu v’ + (1 —n)P(t)v =
(1-m)Q(t), n £ 1.
7. Finnid almenna lausn & jéfnunum

a) 2tu’ +ule ™ =2tu, b) 3uPu' +ud =e7t,

c) 3u' +u=(1—-2z)u*, d)u+zu=zu""t

8.  Synid ad innsetningin v = lnu ummyndi afleidujofnuna v’ + P(t)u = Q(t)ulnwu { jofnuna
v' + P(t) = Q(t)v. Notid bessa adferd til bess ad finna lausn & jofnunni tu' — 4t?u + 2ulnu = 0.

9. Jafna af gerdinni v/ = A(z)u? + B(z)u + C(z) nefnist Riccati-jafna. Gerum rad fyrir ad uq
sé bekkt lausn & bessari jofnu. Synid ad fallid u = w1 + 1/v sé lausn 4 Riccati-jéfnunni ba og pvi
adeins ad v uppfylli linulegu fyrsta stigs jofnuna

v+ (B(z) + 2A(z)ui (z))v = — A(z).

10. Notid nidurstoduna ur sidasta deemi til pess ad leysa:

a) u +u? =1+ 22 b) v + 2zu = 1 + 2% + u?,

c) u' = 2%+ 2u/z —u?/z, (u; = —z?),

d) v’ = 23(u —2)? + u/z, (u1(z) =z, > 0).
11.  Afleidujafna af gerdinni v = zu' + f(u') nefnist Clairaut-jafna. Synid ad sérhvert fall af
gerdinni u(z) = Cz + f(C), bar sem C er fasti, er lausn.

12. Litum 4 Clairaut-jéfauna u = zu’'—1 (u’ )2. Synid ad lausnarferlarnir { (z, y)-séu allir snertilinur

vid fleygbogann y = 2 og ad u(x) = 2 sé einnig lausn.
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1.3 Afleidujofnuhneppi

Afleidujofnuhneppi er safn af j6fnum sem lysa sambandi milli gilda 6pekktra falla og gilda 4 einstdk-
um afleidum pess. Ef 6pekktu follin eru had einni breytisteerd, pa kallast bad venjulegt afleidujiofn-
uhneppi, en bad kallast hlutafleidujofnuhneppi ef bau eru had fleiri en einni breytisteerd. Venjulegt
afleidujofnuhneppi er alltaf haegt ad umrita yfir { jofnur af gerdinni

(m) (m)) _ g,

(1.3.1) Fi(t,ur, ... ug,ur’s o ugs ooy .y ji=1,....1,

bar sem t tdknar breytisteerdina, ui,...,ux eru opekktu follin og follin Fi, ..., F; taka gildi i R
eda C. Til bess ad einfalda rithattinn, ba skilgreinum vid vigurgildu follin v = (uq,...,ug) og
F = (Fy,...,F). P4 eru jofnurnar (1.3.1) jafngildar vigurjofnunni F(t,u,u’,...,u(™) = 0, sem
hefur sama 1tlit og (1.1.1). Urlausn jéfnunnar felst i bvi ad finna opid bil I og 611 vigurfoll u =
(u1,...,ux), bannig ad vigurinn (1.1.2) sé i skilgreiningarmengi fallsins F' og uppfylli jéfnuna (1.1.3).
Stig afleidujofnuhneppis er skilgreint sem haesta stig 4 afleidu sem kemur fyrir { j6fnunni. Vid segjum
a0 hneppid sé & stadalformi , ef fjoldi jafna og fjoldi 6pekktra falla er sa sami og bad er af gerdinni

u™ = G(t,u,u,... ,u(mfl)).
Mikilveegustu hneppin sem vid faumst vid eru fyrsta stigs venjuleg afleidujofnuhneppi 4 stadalformi
u' = G(t,u).

Ef vid skrifum upp hnitaféllin fyrir petta hneppi, pa faum vid jofnurnar

ul' = Gl(t,ul,... ,um),
’u,gl = Gg(t,ul,... ,um),
U = Gt ut, ...y um),

parsem G; : 2 = R, Q C RxR™ eda G : 2 — C, Q C RxC™ eftir pvi hvort vid viljum ad lausnin
taki rauntolugildi eda tvinntélugildi. Follin u = (u1,...,um) 0og G = (Gi,...,Gn) taka gildi {
vigurraminu R eda C™, eftir pvi hvort vid hugsum okkur ad lausnirnar eigi ad taka rauntélugildi
eda tvinntolugildi. Vid segjum ad fyrsta stigs jofnuhneppi sé linulegt ef fallid G er af gerdinni

G(t,z) = A(t)z + f (1),
bar sem A(t) er m x m fylki og f(t) er m—vigur. Ef vid skrifum upp hnitin ba verdur hneppid

ull = a11(t)u1 + -+ alm(t)um + fl(t)’
u2' = a91 (t)U1 + -+ a2m(t)um + fQ(t)’

Um' = @m1 (B)u1 + -+ + G () um + frn(t)-

Hér eru follin a ;i (t) stokin i fylkinu A(t). Vid segjum ad hneppid sé 6hliorad ef f er nullfallid og
vi0 segjum ad pad sé hlidrad annars.
Litum nd & venjulega m—ta stigs afleidujofnu & stadalformi

(1.3.2) o™ = Q(t,v,0,. .., 0™ ).

Ef vid skilgreinum vigurfallid w = (u1,...,un) med u; = v,ug = v',... Uy = v(Mm=1) ba uppfyllir
u jofnuhneppid

(1.3.3) u =ug, u =wu3z, ... Umo1 =Um, Uy =Gt U, .. Uy).
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Jafnan (1.3.2) og jofnuhneppid (1.3.3) eru jafngild i beim skilningi ad sérhver lausn v 4 (1.3.2) gefur
lausn u = (v,2/,...,v™ 1) 4 (1.3.3) og sérhver lausn u 4 (1.3.3) gefur lausnina v = u; 4 (1.3.2).
Pessi einfalda stadreynd er mikilvaeg, pvi einfalt reynist ad sanna tilvist 4 lausnum & fyrsta stigs
jofnuhneppum & stadalformi. P4 nidurstédu er sidan haegt ad nota til ad sanna tilvist 4 lausnum &
jofnum af stigi steerra en 1.

Linulega afleidujafnan

A (0™ + - 4 a1 (B0 + ao(t)v = g(t)
er greinilega jafngild linulega hneppinu

(1.3.4) ur’ = uo, ug’ = us, ey Umet = UpT
U = (a0 () /am (£))ur =+ = (A1 () /@m (t) Jum + g()/am (2),

ef an(t) # 0 fyrir 61l ¢ € I. Fylkid A og vigurinn f verda ba

0 1 0 0
0 0 0 0
(1.3.5) A= : : : s f=1
0 0 1 0
|—ap/am —ar1fam ... —@m_1/0m] [ 9/am ]

Synidsemi 1.3.1 Jafnan t?v” — tv' + 2v = t3 hefur stadalformid

1
n !
v =-v — v+t
t t2

Ef vid setjum u; = v og ug = v, pa faum vid jéfnuhneppid
ull = u2,
__2, + Lu +t
Uy =—— - .
2 pu T

A fylkjaformi er petta hneppi u' = A(t)u + f(t), bar sem

-8 i) = m-f]
O

Synidaemi 1.3.2 (Festi).  Litum & festi af lengd L og massa m. Hian samanstendur af n eins
kulum sem festar eru med jofnu millibili 4 streng. Vid hugsum okkur ad massi strengsins sé hverfandi
midad vid massa kilnanna, ad hann sé strekktur og festur nidur i badum endapunktum. Vid gerum
rad fyrir ad kalurnar hreyfist i plani og tdknum fravik kalu nimer k fra jafnveegisstoou med uy (t)
eins og myndin synir.

Mynd 1.7

Ef T tdknar spennuna i strengnum, ba er 160rétti pattur togkraftsins sem verkar 4 massa numer k
jafn
—T'sina+ T'sinf.
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k+1
U1 — Uk
]
a k
Ukp—1 — Uk
k—1

Mynd 1.8

Ef utslagid er nogu litid, b4 m4a nélga sinus af hornunum « og 8 med tangens og vid faum

Ug—1 — Uk

L/(n+1)’

Massi kilnanna er m/n, svo annad 16gméal Newtons gefur

(n+1)T
L

Latum na ¢ = m/L tékna massa & lengdareiningu i festinni og h = L/(n + 1) tédkna fjarleegdina
milli midpunkta kdlnanna. P& eru bessar jofnur jafngildar

Ug41 — Ug

—sinf = m

—sina ~

(m/n)u" = (Ulc+1 — 2uy + uk—l)-

nT Upr] — 2Up + Ug_1
u'lk:(n+1)g' s - . k=1,2,...,n.
Par sem strengurinn er festur nidur i endapunktunum, ba setjum vid ug = upy1 = 0 1 bessum
jofnum. Petta er annars stigs jéfnuhneppi og pad getum vid ritad &4 fylkjaformi sem

2 -1 0 0 ... 0 0
1 2 -1 0 ... 0 0
(1.3.6) W' =Au, A=-—u?|0 -1 2 -1 ... 0 0
0 0 0 0 .. —12

bar sem

nT T
(1.3.7) wz”mz vn(n+1)c/L, cz\/;.

Synidaemi 1.3.3 (Tengdir gormar). Litum & n hluti sem tengdir eru saman med n+ 1 gormi med
fjadurstudla k1,. .., ky4+1. Vid gerum rad fyrir ad beir sveiflist niningslaust eftir sléttum fleti og ad 4
ba verki ytri kraftar fq,..., f,. Vid tdknum feerslu hlutanna fra jafnveegisstodu med z1(t), . .., ,(¢).

f1(?) fa(t) f3(t)

——a= ——a  ——a=

O

—0000Q000 — M1 AR A AR A AN,

| |
- | I— -

1 (t) (1) x3(t)
Mynd 1.9
Logmal Hookes og annad 16gmal Newtons gefa okkur hreyfijéfnurnar fyrir petta kerfi
miz1"” = —kiz1 + ka(x2 — z1) + f1,
mjxj" = —kj(.’Ej — .’Ej_l) + k‘j_|_1($j_|_1 — $j) + fj, i=2,...,n—1,

mnxn” = _kn(wn - 3:7171) - kn+1$n + fn
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Petta er annars stigs linulegt jofnuhneppi og vid getum ritad pad 4 fylkjaformi sem

o' = Az + f(t),

(kl + k'2)/m1 —kg/ml 0 - 0
s —kg/mg (kz—l—k)g)/’ﬂlz —k‘g/mg 0
0 0 0 i (ko tFns1)/mn

Ef vid gerum rad fyrir ad allir massarnir séu eins m; = m og ad allir gormarnir hafi sama fjadurstudul
kj =k, b4 faum vid sama hneppid og i synideemi 1.3.2 med w = \/k/m. O

1. Leidid ut jofnuhneppi fyrir hreyfingu pendula af massa
m1 og meo og lengd [y og lo, sem tengdir eru saman eins
og myndin synir. Finnid linulegt j6fnuhneppi sem ndalgar
hreyfijéfnurnar, pegar utslagid er 1itio.

2. Leidid at jéofnuhneppi fyrir hreyfingu pendila af massa m;y
og meo og lengd 1 og ls, sem tengdir eru saman med gormi
eins og myndin synir. Vid gerum rad fyrir pvi ad gormurinn
sé slakur begar pendularnir hanga 16dréttir. Finnid linulegt
jofnuhneppi sem nalgar hreyfij6fnurnar, pegar ttslagio er lit-
i0.

3. Leidid ut jofnuhneppi fyrir rafstraumana i1 og i9 { rafras-
inni sem synd er & myndinni. Veljid straumstefnurnar eins
og myndin synir.

4. Leitid ut hreyfijofnur fyrir hreyfingu massanna tveggja sem syndir eru 4 myndinni. Massarnir
my og me hreyfast nuningslaust eftir sléttum fleti. Peir eru tengdir saman med gormi med fjadur-
studul k2 og hoggdeyfi med deyfingarstudul c. Peir eru einnig tengdir vid veggi med gormum med
fjadurstudlana k; og ks

k1 ko k3

1.4 Upphafsgildisverkefni

Oft hafa menn dhuga & ad finna lausnir 4 afleidujofnum og afleidujofnuhneppum sem uppfylla ein-
hverja dkvedna eiginleika. Upphafsgildisverkefni sntiast um ad leysa afleidujofnuhneppi med pvi
hlidarskilyrdi ad lausnin og einhverjar afleidur hennar taki fyrirfram gefin gildi { akvednum punkti.
Upphafsgildisverkefni fyrir fyrsta stigs hneppi af stadalformi er til deemis verkefnid

(1.4.1) u' = f(t,u), tel, u(a) = b.
Hér er att vid ad finna eigi lausn v = (u1,...,u%y) 4 jofnunni 4 bilinu I, sem tekur gildid b =

(b1,...,by) { punktinum a € I. Upphafsgildisverkefni fyrir m-ta stigs linulega jofnu er af gerdinni

(1.4.2) {“m(t)“(m) + ot ar () +ao(t)v = g(2), tel,
A. )

v(a) = by, v'(a)=b1, ... o™ D(a)=by 1.
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Ef an,(t) # 0 fyrir 6ll ¢ € I, ba getum vid deilt i gegnum jofnuna med a,,(t) og umskrifad hana
sidan yfir { jafngilt m x m linulegt jéfnuhneppi med opekkta vigurfallid u = (v,v’, ... ,v(m_l)), eins
og lyst er i grein 1.3. Pad ad leysa upphafsgildisverkefnid (1.4.2) er ba jafngilt bvi ad leysa verkefni
af taginu (1.4.1) med b = (by,...,bpm_1).

Upphafsgildisverkefni koma edlilega upp i edlisfreedi. Hugsum okkur til deemis hlut med massann
m & hreyfingu undir dhrifum kraftsvidsins F. Vid gerum rad fyrir ad stadsetningu hlutarins sé
lyst med stadarvigrinum 7(¢), ad kraftsvidid sé had tima ¢, stadsetningu 7 og hrada o. Ef vid
hugsum okkur ad stadsetningin og hradinn séu bekkt & einhverju augnabliki ¢ = tg, 7(tg) = 7o og
¥(to) = 7'(to) = ¥y, b gefur lausn upphafsgildisverkefnisins

mF" = F(t,’l?, ’F’), ’F(to) = Fo, F’(to) == ’170,
sta0setningu hlutarins sem fall af tima.

Synideemi 1.4.1 (Pyngdarlégmdl Newtons). Vid skulum ni huga ad einu deemi um kraftsvid eins
og vid vorum ad fjalla um { textanum hér ad framan. Pyngdarlogmal Newtons segir ad tveir hlutir
dragi hvor annan ad sér med krafti, sem er { hlutfalli vid margfeldi massa beirra og { 6fugu hlutfalli
vi0 fjarleegdina 4 milli beirra { 60ru veldi. Pegar pessu 16gmali er beitt til bess ad reikna 4t hreyfingu
himintungla, b4 hugsa menn sér N massa m,...,my sem hafa stadarvigrana 7; = (215, z2j, Z3;)-
Annad 16gmal Newtons og byngdarlogméalio gefa okkur bé jofnuhneppi med 3N 6bekktum steerdum

Tk — T

(1.4.3) m;7;" =G Z MM 5——= 7

EXEE j=1,...,N,
J#k

bar sem G téknar pyngdarstudulinn. Tilsvarandi upphafsgildisverkefni snyst nt um ad leysa pessar
jofnur med pvi ad gefa sér stadsetningu og hrada allra massanna 4 einhverju augnabliki.

Hneppid (1.4.3) hefur haft geysilega mikla bydingu fyrir rannséknir manna & afleidujéfnum
allt fra dogum Newtons. Ekki er haegt ad leida ut lausnarformulu fyrir lausnir pess. Til bess
a0 finna jo6fnur fyrir brautir reikistjarnanna, er til einféldunar gert rad fyrir pvi ad sélin sé fost {
upphafspunkti hnitakerfisins og ad pyngdarkrafturinn milli einstakra reikistjarna sé hverfandi midad
vid byngdarkraftinn milli sélarinnar og reikistjarnanna. Jéfnuhneppid (1.4.3) leysist b4 upp i N —1
6had jofnuhneppi par sem hvert um sig er af gerdinni

=
(1.4.4) mr —GMmm?’

Par sem M taknar massa sélarinnar og m taknar massa reikistjornunnar. Med bessum heetti tokst
Newton ad leida 1t 16gmél Keplers um hreyfingu reikistjarnanna it fré pyngdarlogmalinu. O

1.5 Jadargildisverkefni

Jadargildisverkefni sniast um ad leysa jofnu u(™ = ftud,. .. ,u(mfl)) af stigi m 4 takmérkudu
bili I = [a, b] med skilyrdum & u(a), v'(a),...,u™ D (a) og u(b), u'(b),...,ul™ 1 (b). Pessi skilyrdi
eru venjulega sett fram pannig ad dkvednar linulegar samantektir af pessum fallgildum eigi ad taka
fyrirfram gefin gildi. Fyrir annars stigs jofnu geta jadarskilyrdin til deemis verid

u(a) =0, u'(b) = 0.

Lotubundin jadarskilyrdi eru af gerdinni

Almenn linuleg jadarskilyrdi fyrir annars stigs jéfnu eru

Biu = aju(a) + apu'(a) + Briu(db) + Biou'(b) =
Bou = asiu(a) + ageu'(a) + Boru(b) + Boou/(b) =

1
Cc2,
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par sem studlarnir ok, Bjk, ¢; eru gefnir fyrir j,k = 1,2. Almenn linuleg jadarskilyrdi fyrir m-ta
stigs jofnu eru af gerdinni

Bju = Z aﬂu(l*l)(a) + ﬂjlu(lfl)(b) = ¢j, j=12,...,m.
=1

Vid litum 4 B; sem linulega vérpun C™~'[a, b] — C og skilgreinum jadargildisvirkja B : C™ '[a, b] —
C™ med formtlunni Bu = (Bju,...,Bpu). Almennt jadargildisverkefni fyrir m-ta stigs linulega
jofnu er ad leysa

am () u™ 4 -« 4 a1 (t)u’ + ao(t)u = (1), t €la, b[

(1.5.1) Bu=c¢, Bju- in: a;u=1 (a) + Bjul=D (b),
=1

fyrir gefid fall f € Cla, b] og gefinn vigur ¢ € C™. Athugid ad upphafsskilyrdin i (1.4.2) eru almenn
linuleg jadarskilyrdi, par sem vid setjum B;; = 0 fyrir 6ll j og l, ajy =1 ef j =1 og aj; ef j # [. Ef
bilid I er 6takmarkad geta verio skilyrdi & markgildin

lim wu(z), lim «'(z),
z—+o00 z—+o0
eftir pvi sem vid 4. Pessi skilyrdi geta verid sams konar linulegar samantektir og vio héfum verid ad
lysa.

Fram til pessa héfum vid einungis 1itid 4 hagnytingar i edlisfraedi, par sem venjulegar afleidu-
jofnur koma fyrir. Nana skulum vid lita & deemi um hlutafleidujéfnu, til pess ad sja hvernig jaod-
argildisverkefni geta verid upprunnin. Fyrir valinu verdur varmaleidnijafnan, en hun lysir hitastigi
T =T(z,y,2,t) { fostu efni sem falli af premur rambreytisteerdum (z,y, z) og tima ¢. Vid latum
0 = o(z,y, z) tdkna edlismassa efnisins og ¢ = ¢(x,y, z) varmarymd pess. Til grundvallar leggjum
vid 16gmél Fouriers , sem segir ad varmafleedid 7 = (z, vy, 2,t) sé gefid med formulunni

(1.5.2) U= —AgradT = —)\(BT or 8T)

9z’ 0y’ 0z

bar sem fallid A = A(z,y,2) > 0 kallast varmaleionistudull efnisins. Petta bydir ad ef vid litum
4 litinn flatarskika dA umhverfis punktinn (z,y,z) med bvervigur 7, b4 er orkan sem flaedir 4
timaeiningu { gegnum skikann i stefnu 7 j6fn

(U,M)dA = —X(grad T, 7i)d A.

Vid latum F(z,y, z,t) tdkna ba varmaorku sem myndast i punktinum (z, y, z) 4 rim- og timaeiningu.
Ef F(z,y,z,t) > 0 b4 hitnar efnid umhverfis punktinn (z,y, 2) vid timann ¢, en ef F(z,y,2,t) <0
ba kélnar pad.

Nu litum vid 4 litinn ramskika D med jadri 0D og athugum orkuvardveisluna i honum. Vid
tdknum yiri pvervigurinn 4 jadarinn med 7i. Varmaorkan { D sem fall af tima er pa

B(t) = / / / coT dv.
D

Logmalio um vardveislu orkunnar segir okkur p4 ad breyting varmaorkunnar i D sé j6fn summu
peirrar orku sem flaedir inn gegnum jadarinn og peirrar orku sem myndast inni { D. Petta tjaum

vid med jofnunni
%///chdV = //)\(gradT,ﬁ)dA—l—///FdV.
D aD D
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Mynd 1.10

I pessari jofnu taknar dV = dzdydz rammalsfrymid i D, en dA taknar flatarmalsfrymid & yfirbordinu
0D. Athugid a0 fleedi inn gegnum jadarinn er { stefnu —7. Nu beitum vid Gauss—setningunni &

fleedid ¥ = —Agrad T
/ / (5, ) dA = / / / dividV.
oD D

Vid getum pvi skrifad jofnuna um orkuvardveisluna i D sem

/D/ / (cg%—j; —div(AgradT) — F) dv = 0.

Fyrst bessi jafna gildir hvernig sem riimskikinn D er valinn, pa verdur heildisstofninn ad vera 0 og
vid faum jéfnuna

T
(1.5.3) cgaa—t — div()\ grad T) = F(z,y,z,1).

Ef vid gerum rad fyrir ad g, ¢ og A séu fastar og setjum k = A\/(cp) og f = F/(cp), ba faum vid ad
hitastigid T uppfyllir varmaleidnijéfnuna

(1.5.4) 86_17; — kdiv(grad T) = 86—1; — kAT = f(z,y,2,1),

pbar sem A téknar Laplace—virkjann,

T N o’T N o’T
0r?  Oy?2 922

(1.5.5) AT = div(grad T) =

Varmaleionijafnan 1ysir eiginleikum falls T' af fjérum breytisteerdum. Stundum eru verkefnin sem
leysa & pannig vaxin ad 7' verdur 6h4d einni eda fleiri breytisteerdum. Pad 4 til deemis vid um hitastig
i vegg, jar0logum eda stong, par sem gert er rad fyrir ad varmaflaedid sé alls stadar i somu stefnu.
Ef vid tékum stong af lengd L sem deemi og veljum hnitin pannig ad z-asinn sé eftir stonginni, pa
uppfyllir hitastigid

or 0T

(1.5.6) — — K

5 = t L, t
8t 82.7; f(.']:’ )’ 0 < z < 7 > O’

og fallid cof(t,z) gefur varmaframleidsluna { stonginni 4 lengdar- og timaeiningu. Jadarskilyrdin
sem sett eru { endapunktinum z = 0 geetu til deemis verid eitt af prennu,

(1.5.7) T(0,t) =Ty,  A0T(0,t) =wvo,  A8T(0,t) = kT(0,1).

Fyrsta skilyroid er ad hitastigio sé fast i enda stangarinnnar, annad skilyrdid segir ad varmafladio
gegnum enda stangarinnar sé fast og pad bridja segir ad varmafleedid gegnum enda stangarinnar
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sé { hlutfalli vid hitastigid par. Hlidsteed skilyrdi ma hugsa sér i punktinum x = L. Daemigert
jadargildisverkefni gaeti sidan verid ad leysa

or  9°T
o _ ot _ I

(1.5.8) 5 Farg =@, 0<z <L, >0,
T(0,t) =Ty,  —AT(L,t) = kT(L,1).

Hugsum okkur nt ad fallid f sem lysir varmamynduninni { stonginni sé einungis had x en ekki had
tima ¢, f = f(z) og ad vid vitum ad markgildin lim;_, o 0T (z,t) = 0, limy_, o T(z,t) = u(z),
limy 4 o0 0, T (7, 1) = v (z), limy_s oo 02T (x,t) = u”(z) séu 61l til. Pa segjum vid ad u lysi estedu
hitadstandi 1 stonginni. Til pess ad finna u purfum vid pa ad leysa jadargildisverkefnid

(1.5.9) —ku" = f(z), 0<z<IL, u(0) = Ty, —\u'(L) = ku(L).

Afingardeemi
1. a) Synid ad almenn lausn jofnunnar
—ku" = f(z), z€el,

sé af gerdinni

u(e) = A+ B — - /0 “a— 6)f(6) de,

K

pbar sem A og B eru fastar.
b) Synid ad upphafsgildisverkefnid —xku"” = f(z), z > 0, u(0) = by, u'(0) = by, hafi lausnina

1 T
u@) =t + bz [ @-9)r) de.

c) Synid ad jadargildisverkefnid —ku” = f(z), = €]0,L[, u(0) =Ty, u(L) = T}, hafi lausnina

L—x [* z [
u(e) = (- a/D)To + /DT + " @ de+ 5 [ -ar©de
kL 0 kL T
2. Leysid jadargildisverkefnin
a) —ku' =z, u(0) =Ty, —Mu/(L) = ku(L).
b) —ku" = z?, u(0) =Ty, —Mu'(L) = vp.
c) —ku" =3, u(0) =Ty, —u/(L) = ku(L).
1.6 Eigingildisverkefni
Pad verkefni ad leysa afleidujéfnu af taginu
(1.6.1) A (2)ul™ + -+ 4 4y (2)u' + ao(z)u = u, zel,

bar sem A er tvinntala og I er eitthvert bil 4 rauntalnadsnum, kallast eigingildisverkefni. Verkefnid
er f6lgid i bvi ad finna 61l A € C bannig ad (1.6.1) hafi lausn uy, sem er ekki nuallfallid. Slik gildi A
kallast eigingildi verkefnisins (1.6.1) og lausnir uy # 0 4 jéfnunni kallast eiginfoll.
A Dbessu stigi er rétt ad rifja upp adferdina til pess ad leysa annars stigs 6hlidrada linulega jofnu
me0d fastastudla
asu” + aju’ + agu = 0.
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Kennijafna pessarar afleidujoéfnu er annars stigs marglidujafnan
a2C2 4+ a1( 4+ ap = 0.
Ef kennijafnan hefur tveer 6likar lausnir {1 og (o, b4 er sérhver lausn u af gerdinni
u(z) = 1647 + ¢pe®2®, z€ER,

bar sem ¢ 0og co eru einhverjar tvinntolur. Ef kennijafnan hefur adeins eina lausn (; ba verdur
lausnin af gerdinni
u(z) = 197 + coze'?, zeR

Vid munum fjalla itarlega um adferdir til pess ad fast vid jofnur med fastastudla { kafla 2 og par
sénnum vid pessar stadhaefingar.

Synideemi 1.6.1 Litum & eigingildisverkefnid
—u" = M.

Pessi jafna er jafngild u” 4+ Au = 0, svo kennijafna hennar er (? + A = 0. Nullstodvarnar uppfylla
(2 = —\ og vid getum skrifad peer sem +iw par sem w er tvinntala med Rew > 0. Vid faum ba
tilsvarandi eiginfoll

A W B —iwz’ 2 _ A O,R > 0’
(1.6.2) ux(z) = { er e W' =A#0,Rew >

A + Bz, A=0.
O

Algengt er ad eigingildisverkefni séu sett fram med jadarskilyroum. Pa & ad leysa m—ta stigs
jofnu (1.6.1) & opnu bili I = (a,b) med skilyrdum & gildin { endapunktum bilsins. Oftast eru slik
skilyrdi sett fram med linulegum samantektum 4 gildunum u(a),u'(a),... og u(b),u'(b),..., eins og
vid sdum 1 sidustu grein.

Synidsemi 1.6.2 Vid skulum leysa somu jofnu og { synideemi (1.6.1) & bilinu [0, L] med jadarskil-
yroum,
—u" = \u, u(0) = u(L) = 0.

Vid hofum séd ad fyrir sérhverja tvinntolu A faum vid almenna lausn (1.6.2). Studlarnir A, B og A
akvardast sidan med pvi ad setja inn jadarskilyrdin

w(0)=A+B=0, u(L)=Ae""+ Be ™=y, ef X #£0,
u(0) =A=0, u(L) = A+ BL =0, ef A=0.

Par med er A = B = 0 { seinna tilfellinu, en bad segir okkur ad einungis nullfallid sé lausn og bvi er
A = 0 ekki eigingildi. I fyrra tilfellinu feest hins vegar,

A=-B, og 2iAsin(wl) =0,

og vid faum ad w verdur ad uppfylla w = nw/L, n = 1,2,..., til bess ad A = w? geti verid eigingildi.
Vid faum nd runu af eigingildum

Ay = (nm/L)?,  n=1,23...,
og tilsvarandi eiginfoll eru pa af gerdinni

un(z) = Cpsin (nmz/L), Chn#0, n=1,2.3,....
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Algengt er ad eigingildisverkefni komi upp begar verid er ad leysa hlutafleidujéfnur med adferd,
sem kallast adskilnadur breytisterda. Adur en vid kynnum okkur pessa adferd skulum vid lita &
ellisfraedilegt synideemi:

Synidaemi 1.6.3 (Strengur; bylgjujafna). 1 synideemi 1.3.2 leiddum vid at hreyfijofnur fyrir festi.
N1 skulum vid lita & skylt deemi. Pad er strengur af lengd L og massa m. Vid gerum rad fyrir ad
hann sé strekktur, festur nidur i b4dum endapunktum og ad hann sveiflist i plani. Vid veljum hnit
bannig ad stengurinn sé & z-4s begar hann er { kyrrstodu og latum u(z,t) tdkna feerslu strengsins
fra punktinum z.

u(z,t)

0 & L

Mynd 1.11

Til pess ad leida 1t jofnu fyrir hreyfingu strengsins, pa skodum vid litinn but af honum & einhverju
augnabliki ¢ yfir bilinu [z, z + h].

T

T z+h

Mynd 1.12

Ef T tdknar spennuna i strengnum, ba er 160rétti pattur togkraftsins, sem verkar & bitinn,
—Tsina + T'sin .

Vid athugum ad bogalengdarfrymid 4 strengnum er

ds = \/1 + (é)acu(:lr,t))2 dz

0g

sina = Ozl 1) = sinf3 = Orulw + 1)

\/1 (Opu(z,t)) \/1+(6mu(x+h,t))2.

Annad 16gméal Newtons gefur okkur pvi

/:+ Q@tuft\/l Buﬁt)) dé

Bpu(z + h, 1) Opu(z,t) )

(\/1 Bum—l—ht \/1—|- $ua:t

bar sem ¢ = m/L téknar massa & lengdareiningu i strengnum. Nu gerum vid til einféldunar rad
fyrir pvi a0 ttslagid sé pad litid ad

\/1 + (ch(av,t))Z ~1
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og a0 pad megi fella nidur kvadratreeturnar i pessum jofnum. P4 faum vid

z+h
0%u Ju ou
[ Sende=1(Fa - Shwn).

T

N1 deilum vid i gegnum jofnuna med h og latum sidan h stefna & nill. P4 faum vid bylgjujéfnuna

Py 5 0%

Strengurinn er festur nidur i badum endapunktum, svo vid faum nattaruleg jadarskilyrdi
(1.6.4) u(0,t) = u(L,t) = 0.
d

N1 skulum vid snta okkur ad adferdinni, sem kallast adskilnadur breytisterda og beita henni til
bess ad finna lausn & bylgjujofnunni (1.6.3) med jadarskilyrdinu (1.6.4). Vid byrjum & bvi ad finna
allar lausnir 4 jofnunni af gerdinni 7'(¢) X (x). Vid stingum bessu falli inn i jéfnuna (1.6.3) og faum

T" ()X (z) — AT () X" (z) = 0.
Med bvi ad deila i gegnum bessa jofnu med c¢>T(t) X (x), ba sjaum vid ad hun jafngildir

T"(t) B X"(.’L‘)
(1.6.5) T~ X(a)

Vinstra megin jafnadarmerkisins stendur fall, sem er adeins had ¢, en haegra megin stendur fall, sem
er adeins had x. Pessi steerd hlytur pvi ad vera fasti. Vid skulum tadkna hann med —\, par sem A
er rauntala. Nu segir jadarskilyrdid (1.6.4) ad X (0) = X (L) = 0 verdi ad gilda. Par med verdur X
a0 vera lausn & eigingildisverkefninu

—X"=)X, X(0)=X(L)=0.

Vid fundum lausnina & bessu verkefni { synideemi (1.6.2). Eigingildin eru A, = (mr/ L)2 og tilsvar-
andi eiginfsll ma taka X, (z) = sin (nwz/L), n =1,2,3,.... Vikjum na aftur ad (1.6.5) til pess ad
akvarda fallio T'. Fyrir hin 6liku eigingildi parf T ad uppfylla

—T" = A, T.

Almenn lausn bessarar jéfnu er Ty, (t) = Ay, cos (nmct/L) + Bpsin (nmct/L). Nidurstadan er ni ad
allar lausnir af gerdinni T'(¢) X (z) 4 (1.6.3) med jadarskilyrdinu (1.6.4) eru

Tn(t) Xn(z) = (An cos (nwet/L) + By sin (nwet/L)) sin (nmz /L), n=12...,
bar sem velja m4 fastana A,, og By, frjalst. Pad er ljést ad summa endanlega margra lausna 4 (1.6.3)
og (1.6.4) er lausn og sama gildir um hratt samleitnar 6endanlegar radir
o
u(z,t) = Z (A;, cos (nmet/L) + By sin (nmet/L)) sin (nmz/L).
n=1

Petta er deemi um Fourier-r60, en peer munum vid fjalla um i kafla 8. Studlarnir A,, og B,, dkvardast
sidan af einhverjum upphafsskilyrdum, en pau geta verid af gerdinni

u(w,O) = f(.T), Btu(x,O) = g(:v),
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bar sem f og g eru gefin foll 4 bilinu (0, L). Ef vid notfeerum okkur samlagningarformuluna fyrir
koésinus, pa getum vid skrifad rédina sem

(1.6.6) u(z,t) = i C, cos (nmet/L — o) sin (nmz /L),

n=1

bar sem lidurinn ntimer n hefur sveifluviddina C,, = /A2 + B2 og fasahlidrun hans «,, uppfyllir
cosay, = A, /Cp og sinay, = By, /Cy,.
Til pess ad sja annad afbrigdi af adskilnadi breytisteerda, skulum vid lita 4 jofnuna

(1.6.7) ad2u + bdyu + cu — Au = 0,

pbar sem A = 85%4—85 +0? taknar Laplace—virkjann og u er fall af tima ¢ og bremur riimbreytistaerdum
(z,y,2), u = u(t,z,y,2z). Vid leitum fyrst ad 6llum lausnum & jéfnunni af gerdinni u(z,y, z,t) =
T(t) X (2)Y (y)Z(z), bar sem 6llin T', X, Y og Z eru hvert um sig had einni breytisteerd. Vid sjaum
ad

1
" (a@?u + bdyu + cu — O2u — 8§u — 8§u>

_aT"(t) T + T X'(x)  Y'(y)  Z"(2)

() X(@)  Y) 2k

Pessi jafna er jafngild

aT"(t) + BT(1) + <T(t)  X"(z) Y'"(y) _ 2"(2)
T(t) X(z) Y@ Z()

(1.6.8)

N sjaum vid ad { heegri hlid jéofnunnar stendur fall sem er einungis hid z, en i vinstri hlidinni
stendur fall sem er had (z,y,t). Par med hlytur Z"(z)/Z(z) ad vera fastafall. Med nakveemlega
sému rokum faum vid sidan ad hinir lidirnir { (1.6.8) eru fastafoll og vid faum bvi

(1.6.9) —X"(z) =AX(z), “Y'(y)=u¥Y(y), —2"(z)=vZ(2),
(1.6.10) aT"(t) + bT'(t) + (c+ A+ p+v)T =0,
bar sem A, p og v eru raun- eda tvinntdlur eftir pvi hvort vid gerum rad fyrir raun- eda tvinntélu-

gildum lausnum.
Hugsum okkur ni ad vid viljum leysa hlutafleidujéfnuna (1.6.7) 4 menginu

Q={(z,y,2,1t);0<zr<1,0<y<1,0<z<1}

med bvi randskilyroi ad u(z,y,z,t) = 0 ef (z,y,2,t) er punktur 4 jadri 2, en bad bydir ad eitt
hnitanna z, y eda z taki gildid 0 eda 1. Ef vid beitum adskilnadi breytisteerda eins og adur var
lyst, b4 sjdum vid ad follin X, Y og Z verda 06ll ad vera lausnir & eigingildisverkefninu i synidemi
1.6.2. Par med sjaum vid ad sérhver lausn & hlutafleidujéfnunni (1.6.6) af gerdinni u(z,y,z,t) =
T(t)X(z)Y (y)Z(z) med bessum randskilyrdum er af gerdinni

u(z,y, 2,t) = Ty mn(t) sin(frz) sin(mny) sin(nnz), Lm,n=1,2.3,...,
par sem Ty, , er almenn lausn jéfnunnar
aT" + bT" + (c+ 7 (€% + m* + n*))T = 0.

Vid munum fjalla um adskilnad breytisteerda til hlitar, pegar vid forum ad fast vid hlutafleidujofnur.
Hér var adferdin einungis kynnt ad hluta til { peim tilgangi ad syna hvernig eigingildisverkefni koma
upp & edlilegan hatt i verkefnum sem tengjast hlutafleidujéfnum.
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Afingardsemi
1. Leysiod eigingildisverkefnin
a) —u" = du, u/'(0) =v'(L)=0.
b) —u” = Au, u(0) =u/'(L) =0.
2. Notid nidurstéduna ur deemi 1 til bess ad finna allar lausnir af gerdinni u(z,t) = T(¢t)X (z) &
verkefnunum

a) (Bylgjujafna) ) )
Ou_ 20 o O 29y,
ox ox

o~ © 922
b) (Varmaleionijafna)

ou 0%u ou

1.7 Tilvist og 6tviraedni lausna & afleidujofnum
I pessari grein zetlum vid ad fjalla um tilvist 4 lausn 4 upphafsgildisverkefninu
(1.7.1) u' = f(t,u), u(a) = b,

bar sem fallid f € C(Q,R™) er skilgreint 4 einhverju hlutmengi Q i R x R™ a er gefin rauntala, b
er gefinn vigur og (a,b) € Q. Tilfellid ad f taki gildi { tvinntéluraminu C™ og ad Q sé hlutmengi {
R x C™ feest sidan med bvi ad lita & C™ sem vigurramid R?™. Ef vid setlumst til pess ad lausnin u
hafi samfellda afleidu, pa purfum vid audvitad ad gera rad fyrir pvi ad fallid f sé samfellt.

Setning 1.7.1 (Peano).  Gerum rad fyrir ad Q sé grennd um punktinn (a,b) € R x R™ og ad
f € C(Q,R™). P4 er til opid bil I sem inniheldur punktinn a og fall v : I — R™, bannig ad
(t,u(t)) € Q, u'(t) = f(t,u(t)) fyrir 61l t € I og u(a) = b. O

Setning Peano er of erfid til pess ad vid getum att vid ad sanna hana hér, en frodlegt er ad vita
hvad hdn segir. Vid munum hins vegar sanna tveer tilvistarsetningar, sem kenndar eru vid Picard.
I peim gefum vid okkur meiri forsendur um fallid f, en ad pad sé bara samfellt, og paer tryggja ad
lausnin verdi 6tvirsett akvordud. Setning Peano segir okkur einungis ad til sé lausn en hin segir
ekkert um pad hvort lausnin er étvirsett dkvordud.

Synidsemi 1.7.2 Athugum upphafsgildisverkefnid u' = 3u?/3, u(0) = 0. Fyrir
Uq (t) sérhvert o > 0 faum vid lausnina u,, sem skilgreind er med
3
—ap—ay (t+a), t<-—q,
T v ua(t) = {0, —a<t<a,
a oy g a(t) o> 184
(t—a)®, a<t.

Petta demi synir okkur ad til bess ad fa otvireett dkvardada lausn

Mynd 1.13 burfum vid ad setja einhver strangari skilyrdi 4 f en samfelldni. O

Skilgreining 1.7.3 (Lipschitz—skilyrdi). Latum f : Q — R™ vera fall, par sem 2 C R x R™ og
A C Q. Ef til er fasti C' bannig ad

(1.7.2) [ft2) = ft | < Clz—yl,  (t2),(ty) €4,

ba segjum vid ad f uppfylli Lipschitz—skilyrdi { menginu A. O
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Synidsemi 1.7.4 (i) Ef jofnuhneppid er linulegt, f(t,z) = A(t)z + g(t), A € C(I,C™*™) og
g € C(I,C™), ba uppfyllir f Lipschitz—skilyrdi { J x C™ fyrir sérhvert lokad og takmarkad hlutbil
J C I. Petta sést & pvi ad
m
F(t2) - £(ty)] = 1A() <3 lo®llz —yl < Clo —yl,
jk=1

m
par sem C' = sup .;1 lajk(t)| og efra markid er tekid yfir 6l ¢ € J.
Jik=
(ii) Latum f € C1(2,R™) og gerum rad fyrir {2 s¢ pannig ad fyrir sérhvert par af punktum
(t,z), (t,y) 1 Q liggi linustrikid milli beirra { Q. Linustrikid samanstendur af 6llum punktum (¢, 7z +
(1—71)y), T € [0,1]. Latum nu A vera lokad og takmarkad hlutmengi af €2, sem hefur pann eiginleika
ad fyrir sérhvert par af punktum (¢, ), (¢,y) 1 A liggur linustrikid & milli peirra i A. P4 er

£(t,2) — F(t)] |/ £, (1= 7)y +72) dr|

.y /0 Zamjf(t, (1= 1)y + r2)(z; — yj) dr|

< sup Z\az]f 7.6z —yl,
(re)ea

og bar med uppfyllir f Lipschitz—skilyroi i A.
(iii) Litum na & fallid f(¢,z) = 22, med Q = R x R. Pad uppfyllir

|f &, 2) = f(t,y)] = [(z + y)llz —yl,

en petta gefur okkur ad f uppfylli ekki Lipschitz—skilyrdi i 2, pvi patturinn z+y er ekki takmarkadur.
Ef vid latum hins vegar [a, 5] vera takmarkad bil og veljum A = R X [«, 5], ba uppfyllir fallid f
Lipschitz—skilyrdi { A og vid getum valid fastann C sem C = 2(|a| + |5]).

(iv) Fallid f(t,x) = 32%/3, i synideemi 1.7.2, er samfellt, en uppfyllir ekki Lipschitz—skilyrdi
neinni grennd um 0, bvi |f(t, ) — f(t,0)| = 2%/% = 2z~ Y3|z — 0| og /3 — 0o ef z — 0. O

N1 kemur { 1jés ad Lipschitz—skilyrdi tryggir ad lausnin verdur étvirsett akvordud:
Setning 1.7.5 (Picard; vidfedm itgdfa). Latum I C R vera opid bil, a € I, b € R", f €

C(I x R™ R™) og gerum rad fyrir ad f uppfylli Lipschitz—skilyrdi i J x R™ fyrir sérhvert lokad og
takmarkad hlutbil J 1 I. P4 er til 6tvirsett akvoroud lausn v € C1(I,R™) & upphafsgildisverkefninu

u' = f(t,u), u(a) = b.
O

Pessi setning er 6nnur tveggja tilvistarsetninga sem vid sonnum i naestu grein. Eins og fram hefur
komid kallast hun venjulega vidfedm utgafa af tilvistarsetningu fyrir fyrsta stigs hneppi. Astaedan
fyrir nafngiftinni er, ad vid fa4um lausn & bili sem inniheldur 61l ¢—gildi par sem haegri hlid jéfnunnar
er skilgreind. Tékum nu fyrir tveer mikilveegustu afleidingar setningarinnar. I synideemi 1.7.4 sdum
vid ad forsendurnar { setningu 1.7.5 eru uppfylltar fyrir linuleg jofnuhneppi med samfellda studla.
Vid litum 4 vigurramid C™ yfir tvinntdlurnar sem 2m vida ramid R?™ yfir rauntdlurnar og faum:

Fylgisetning 1.7.6 Latum I C R vera opid bil, a € I, be C", A€ C(I,C™*™) og f € C(I,C™).
Pé er til étvirsett 4kvoroud lausn u € C1(I,C™) 4 upphafsgildisverkefninu

(1.7.3) u' = At)u+ f(t) u(a) = b.

I grein 1.4 saum vid ad pad er jafngilt ad leysa upphafsgildisverkefnid (1.4.2) fyrir linulega
afleiduvirkja af stigi m og a0 leysa hlidstaett upphafsgildisverkefni af gerdinni (1.7.3), par sem fylkio
A og vigurinn f eru gefin med (1.3.5). Vid héfum pvi: O
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Fylgisetning 1.7.7 Latum I C R vera opid bil, a € I, by,...,by—1 € C, ag,...,am,9 € C(I) og
am(t) # 0 fyrir 61l t € 1. P4 er til 6tviraett akvoroud lausn uw € C™(I) & upphafsgildisverkefninu

am®)u™ + -+ ay (W)U + ag(t)u = g(t),

w(@) = bo,u'(a) = by, ., ™ D (a) = by,
O

N1 setjum vid fram adra utgafu sem venjulega kallast stadbundin utgafa af tilvistarsetningu fyrir
fyrsta stigs hneppi:

Setning 1.7.8 (Picard; stadbundin dtgdfa). Latum ) vera opid hlutmengi i R x R™, a € R,
b€ R" (a,b) € Qog f e C(QR™). Gerum rad fyrir ad til sé grennd U um punktinn (a,b)
innihaldin 1 Q) og a0 fallid f uppfylli Lipschitz—skilyrdi { U. P4 er til opio bil I 4 R sem inniheldur
a og Otvirsett akvéroud lausn v € C*(I,R™) 4 upphafsgildisverkefninu

u' = f(t,u), u(a) = b.
O

Astaedan fyrir pvi ad pessi setning kallast stadbundin utgafa af tilvistarsetningunni fyrir fyrsta
stigs afleidujofnuhneppi er sa, ad han segir okkur einungis ad til sé bil I par sem lausnin er til. I
sonnuninni, sem vid tokum fyrir { naestu grein, kemur fram hvernig bilid I er had U, Lipschitz—fasta

fallsins f og upphafsgildinu b.

Synideemi 1.7.9 Vid skulum taka eitt deemi til bess ad sja hvernig skilgreiningarsvaedi lausnarinnar
er had upphafsgildinu b og lita 4 verkefnid v’ = u?, u(0) = b, bar sem b er jakvaed rauntala. Lausnin
er fallid

u(t) = %bt te =] —oo0,1/b.

Madur skyldi @tla ad 6reyndu, ad svona einfold jafna hefdi lausn, sem skilgreind er 4 6llum raun-
talnadsnum, en svo er greinilega ekki. Skilgreiningarsveedid minnkar eftir pvi sem upphafsgildid
steekkar. m

Adferdin sem beitt er i sénnuninni 4 pessum setningum er kennd vid franska staerdfraedinginn
Emile Picard. Eins og 40ur hefur verid sagt framkveemum vid hana { sméatridum { naestu grein.
Audvelt er ad skilja meginhugmyndina i sénnuninni & vidfedmu tutgafunni af Picard—setningunni og
skulum vid lita & hana nina.

Vid athugum fyrst, ad

(1.7.4) we CHI,R™), o' =f(t,u), tel, wula)=b
er jafngilt pvi a0
t
(1.7.5) ue C(I,R™), wult) :b+/ f(r,u(r))dr, tel.
a
Okkur dugir bvi ad sanna ad til sé otvirett akvardad fall u € C(I,R™) sem uppfyllir heildun-

arjofnuna (1.7.5). Tilvistin er fengin med bvi ad skilgreina runu {u,} af f6llum i C(I,R™) med
formulunni

(1.7.6) wo(t) =b,  un(t) =b+ /tf(f,un_l(T))dT, tel,

og syna sidan ad bessi fallaruna sé samleitin ad markfalli u. Ekki er nég ad syna ad runan {u,(t)}
stefni & u(t) { sérhverjum punkti heldur purfum vid ad sanna ad {u,} sé samleitin i jofnum meli
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& sérhverju lokudu og takmorkudu hlutbili J af I. Samkveemt nidurstédunum i vidauka B, ba er
markfallid u { C(I,R™). Lipschitz skilyrdid gefur ad
[f(t, un(t) — f(E,u(?)] < Clun(t) —u(t)],

og bar med ad runan f(¢,u,(t)) stefnir & markfallid f(¢,u(t)) i jofnum meeli 4 J. P4 megum vid
skipta 4 heildi og markgildi og vid faum bad sem sanna 4§,

/f’runl ))dr =
—b+/a T—b+/fTu

Tékum na tvé deemi, sem syna hvers er ad veenta um samleitni rununnar {uy,}.

ted

lim wup(t) _b+n£gloo

lim f(7,up—1(

n—+oo

Synidsemi 1.7.10 Fyrsta stigs afleidujafnan u' — au = 0 med upphafsskilyrdid «(0) = b, bar sem
a og b eru einhverjar tvinntélur, hefur lausnina u(t) = be®. Heér er f(t,z) = azx og runan {u,} er

uo(t) = b,
t
wr () :b+/ abdr = b(1 + at),
0

ug(t) = b+ /0?t ab(1 + ar)dr = b(1 + at + (at)?/2),

us(t) = b+ /Otab(l +ar + (ar)?/2)dr = b(1 + at + (at)?/2 + (at)3/3), ...,
(7)™t
(n—1)!

Vid sjdum na ad uy(t) er n—ta stigs Taylor-marglida fallsins u(¢) i punktinum a = 0.

un(t):b—l—/otab(l—l—m-—l—---—l- Ydr =b(1+at+ -+ (at)"/nl).

Synidaemi 1.7.11 Litum nd & linulega jéfnuhneppid

' o -1 1]
u' = Au, A_[l 0], U(O)_[O_'
en bad hefur lausnina
_ |cost B ~ [ugn-1(2)
D ot I () B R Il

Med bessa formulu ad vopni er einfalt ad dkvarda rununa u,

)
1)

up(t) =
ollof
o= [ [V

T

dr = [1 _f2/2] ,

[(1)] * ot [1 —_72/2] = [tl - tf//;'] ’

o= [0] TR
=g 2
Ung11(t) [t —1753_/;!2{3! +.e

-7
o

+ (=1)k¢2k /(2k)!
1)k71t2k71/(2k _
+ (—1)k¢2k /(2k)! ]

cb ()RR 2k 1)
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N1 birtast hér Taylorradir fallanna cost og sint, svo vid faum

cost
sint|’

wn(®) > ult) = |

eins og vi0 var ad buast. O

Afingardsemi

1. Reiknid ut féllin uo, . .., u3 i Picard-adferdinni fyrir upphafsgildisverkefnid v’ = 1+ u?, u(0) = 0
og berid saman vid réttu lausnina.

2. Synid ad upphafsgildisverkefnid tu' = 2u, u(0) = 1 hefur enga lausn.
3. Synid ad fallid f(z,y) = |siny| + = fullneegi Lipschitz-skilyrdi, en ad 0f /0y sé ekki til i y = 0.

4. a) Uppfylla follin f(z,y) = |z| + |y| og g(z,y) = z|y| Lipschitz-skilyrdi? Eru hlutafleidurnar
of /0y og 0g/dy til?

b) Finnid allar lausnir jofnunnar v’ = t|u|.

1.8 Sannanir & Picard—setningunum

I bessari grein sénnum vid setningar 1.7.5 og 1.7.8. Otvirzdnin er sénnud 4 sama hétt i beim badum
svo vid byrjum & henni.

Otviredni: Gerum rad fyrir ad upphafsgildisverkefnid (1.7.4) og bar med heildunarjafnan (1.7.5)
hafi tveer lausnir u(t) og v(t) og hugsum okkur fyrst ad ¢t > a. Pa gefur Lipschitz skilyrdid

(1.8.1) 0 < Ju(t) —v(®)] = I/ (f (r,u(r)) = f(r,v(r)) dr| < C/ lu(r) —v(7)| dr.

Vid setjum nu w(t) = f; |u(T) —v(7)|dT og sjaum ad 6jafnan (1.8.1) er jafngild

w'(t) — Cw(t) < 0.

Eftir margfoldun med e~C* faest (e~ “'w(t)) < 0, ef t > a, og bar med er e~ “*w(t) minnkandi fall
af t, ef t > a. Vid hofum ad w(a) = 0, svo af 6j6fnunni

0 < e C“tw(t) < e~%aw(a) = 0, t>a,

leidir ad u(t) = v(t) fyrir 61l ¢ > a. Hugsum okkur nt ad ¢ < a. I stad 6jéfnunnar (1.8.1) faum vid
a
0< fuft) = o0 <€ [ fulr) —v(r)]dr.
t

Nu setjum vid w(t) = [ |u(r) — v(7)|dr og faum 6jéfnuna —w'(t) < Cw(t), sem gefur sidan ad
eCtw(t) sé vaxandi fall. Par med er

0 < e%w(t) < e““w(a) =0, t<a,

og vid hofum einnig sannad ad u(t) = v(t) fyrir ¢t < a. [ |
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Sonnun d tilvist 7 setningu 1.7.5: Vid skilgreinum rununa {u,} med formalunni (1.7.5). Samkvaemt
athugun okkar { grein 1.7, b4 burfum vid einungis ad sanna ad runan {u,} sé samleitin { j6fnum
meeli 4 sérhverju lokudu hlutbili J af I med a € J. Vid héfum

n—1

up(t) = uo(t) + Z (urs1(t) — u(t))
k=0
o0
og bvi dugir ad sanna rodin Y, (ug41 — ug) sé samleitin { jéfnum meeli 4 bilinu J. Vid setjum

M = supyc; |£(t,B)]. P ex

(18.2) s (£) — o(t)] = | / f(r,b) dr| < Mt — al.

Lipschitz—skilyroid gefur

t

s (t) — s (8)] = | / (f(ryua(r)) — f(ryun(r))) dr|
at

<| / £ (ry ur(7)) — £(7, (7)) dr|

t
< ‘/ C|u1('r) —UO(T)‘ d7'|
a
t 2
t —
< ‘/ CM|r — a|dr| :CM%.
a
I sidasta skrefinu notudum vid 6jéfnuna (1.8.2). Med brepun fzest
|t — a|k"'1
(k+1)°
Fyrst J er takmarkad bil, b4 er til 7' > 0 bannig ad |t — a| < T fyrir 6ll ¢ € J, og bvi faum vid
Tlc+1
(k+ 1)

R&din Y 22 o MCFTH+1/(k+1)! samleitin fyrir sérhvert C' > 0 og T > 0 og bar med gefur samleitni-
prof Weierstrass { vidauka B ad rodin Do o (ug41 — ug) er samleitin i jofnum meeli 4 J. |

[ur41(t) — ug ()] < MC*

k11 () — up(t)] < MC*F

Sénnun d tilvist ¢ setningu 1.7.8: 1 sénnuninni 4 setningu 1.7.5 var runan u,(t) vel skilgreind
med formulunni (1.7.6), bvi skilgreiningarsveedi fallsins f var I x R™. Na gerum vid rad fyrir ad
skilgreiningarsveedid () geti verid minna mengi og vid burfum ad sja til bess ad (t,uy(t)) haldist
innan € fyrir 6ll n og t € I, ef I er valid négu 1itid. Vid géngum 1t fra pvi { forsendum okkar ad til
sé mengi af gerdinni

Ry ={(t,z) e Rx R™; |t —a| <o, |z —b| < o}
par sem f uppfyllir Lipschitz—skilyrdi. Vid litum C' takna Lipschitz—fastann og setjum M =
max(; y)er, |f(t,7)|. Sidan veljum vid r = min {rg, o/M} og skilgreinum

R={(t,z) eRxR™;|t—a|<r,|Jz—b <o}, og I=[a—r,a+T]

t
Mynd 1.14: Hallatala skalinanna er +M.
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N er audvelt ad sanna med prepun ad (¢,un(t)) € R fyrir 61l ¢t € I. Ef n = 0 er betta augljost,
bvi ug(t) er fastafallid b. Ef (¢, un(t)) € R fyrir 61l ¢ € I, ba er up11(t) vel skilgreint med formalunni
(1.7.6) og vid hofum

t
g1 () — B < | / F (7 un(r)) dr| < Mt —a < Mr < .
a

fyrir 6ll t € I. Par med er (¢,up11(t)) € R fyrir 6ll t € I. Med nakvaemlega somu rékum og {
sonnuninni 4 setningu 1.7.5 feest ni ad runan {u,} er samleitin { jofnum meeli & I og ad markgildi
hennar uppfyllir (1.7.4). [ |
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